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Corps value´s locaux
Re´sume´
Beaucoup de sujets mathe´matiques de recherche tre`s actifs de nos jours
touchent les concepts de corps value´s et corps value´s locaux, surtout le corps
des nombres p-adiques Qp et le corps des se´ries formelles de Laurent F ((X)).
Les corps value´s locaux sont une notion situe´e un peu dans la frontie`re entre la
the´orie des nombres, l’alge`bre et la topologie. Ils utilisent beaucoup de de´finitions
et the´ore`mes -plus ou moins avance´s- d’alge`bre et topologie ge´ne´rales. Progres-
sivement, on ira du ge´ne´ral au local, des corps value´s aux corps value´s locaux,
dont on verra quelques applications surtout en the´orie des nombres e´le´mentaire
et alge´brique.
Mots cle´s : corps locaux, the´orie des nombres, valuation, nombres p-adiques,
vulgarisation.
Abstract
Many active mathematical research topics nowadays include the concepts
of valued fields and local fields, especially the local field of p-adic numbers
Qp and the field of formal Laurent series F ((X)). Local fields are a notion
situated in the boundary between number theory, algebra and topology. They
use many definitions and theorems - more or less advanced - of general algebra
and topology. Gradually, we will go from the general to the local, from the valued
fields to the local fields, of which we will discuss some applications, especially
in elementary and algebraic number theory.
Keywords : local fields, number theory, valuation, p-adic numbers, popula-
rization.
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Introduction ge´ne´rale
La notion de valeur absolue, qu’on connaˆıt depuis le colle`ge et qu’on
ge´ne´ralise au module en terminale, peut eˆtre encore plus ge´ne´ralise´e, a` tout
corps, introduisant ainsi les corps value´s, qu’on passera au filtre de la localisa-
tion pour re´colter un fruit tre`s utile et inte´ressant : les corps value´s locaux. Ce
travail se pre´sente dans le cadre de notre projet de fin d ’e´tudes en vue de l’ob-
tention d’une licence en mathe´matiques, qui traite justement de ”corps value´s
locaux”.
Apre`s un travail acharne´ et passionne´, incluant des nuits blanches et beau-
coup de documentation, nous de´cidaˆmes de commencer notre projet par une
partie pre´liminaire introduisant les notions et outils d’alge`bre ge´ne´rale et de to-
pologie ne´cessaires a` la bonne compre´hension des deux parties suivantes et qui
constituent le cœur de notre sujet.
La premie`re partie pre´sentera les corps value´s et leurs proprie´te´s, com-
menc¸ant par l’application valeur absolue et terminant par quelques proprie´te´s
topologiques, en passant par les notions de comple´tude et surtout comple´tion.
La deuxie`me partie est le cœur et corps de notre sujet. Ayant de´sormais
les moyens ne´cessaires a` de´finir une telle notion qu’est les corps value´s locaux,
on cloˆturera en pre´sentant les extensions de ces corps ainsi que quelques unes
de leurs structures.
La troisie`me et dernie`re partie consistera a` concre´tiser un peu les notions
discute´es en introduisant quelques applications et se terminera en revenant un
peu au plus simple en vulgarisant le corps local des nombres p-adiques d’une
fac¸on accessible meˆme aux lyce´ens, ou encore aux colle´giens pre´coces.
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Positionnement historique
Les notions relatives aux corps value´s virent le jour, pour la plupart, au
cours du 20eme sie`cle, graˆce a` une ge´ne´ration de mathe´maticiens influence´e par
les ide´es de Fre´chet et de Riesz sur la topologie, et par celles de Steinitz sur
l’alge`bre. Cette ge´ne´ration va savoir rendre assimilables et mettre a` leur vraie
place les travaux de Hensel. De`s 1913, Ku¨rschak de´finit de fac¸on ge´ne´rale
la notion de valeur absolue et reconnaˆıt l’importance des valeurs absolues ul-
trame´triques (donnant l’exemple par la valeur p-adique). Ostrowski va ensuite
de´terminer toutes les valeurs absolues sur le corps des rationnels Q.
Entre 1920 et 1935, cette the´orie va encore avancer avec une e´tude plus
de´taille´e des valeurs absolues non ne´cessairement discre`tes et l’introduction
d’une notion plus ge´ne´rale qui est la valuation par Krull. Des e´tudes plus
profondes s’ensuivirent, traitant surtout de la structure des corps value´s com-
plets et des anneaux locaux complets.
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Pre´liminaires
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Introduction Avant de passer au vif de notre sujet, nous avons juge´ ne´cessaire
de pre´senter cette partie pre´liminaire, qui constitue un rappel et un comple´ment
sur des notions d’alge`bre et topologie ge´ne´rales dont on aura besoin pour une
pre´sentation correcte des corps value´s locaux. Cependant, ce rappel/comple´ment
est loin de cerner tous les concepts qui seront aborde´s, le lecteur est donc suppose´
familier avec les de´finitions des notions basiques d’alge`bre et de topologie, et les
proprie´te´s e´le´mentaires de ces structures, qui ont e´te´ vues et revues pendant
notre programme de licence, et introduites bien avant.
1. Alge`bre ge´ne´rale
1.1. Comple´ments sur les groupes
La the´orie des groupes constitue une partie fondamentale de l’alge`bre ge´ne´rale.
La notion de groupe quotient, dont on aura besoin pour notre sujet, est appa-
rue, pour la premie`re fois, chez Jordan, mais c’est Ho¨lder qui a introduit
l’expression ”quotient des groupes G et H” en 1889.
1.1.1. Groupes quotients
Construction du quotient d’un groupe : Soit (G, .) un groupe et (H, .)
un sous-groupe de G. On conside`re la relation < de´finie sur G par :
x<y ⇔ x−1.y ∈ H
On ve´rifie facilement que < est une relation d’e´quivalence sur G. On note G/H
l’ensemble des classes d’e´quivalence de la relation < sur G. C’est l’ensemble
quotient du groupe G suivant H. Sous des conditions sur H, on peut de´finir sur
l’ensemble G/H une loi de groupe.
Sous-groupe distingue´ : On dit que le sous-groupeH deG est distingue´
ou normal, si pour tout g dans G et tout h dans H on a : g.h.g−1 ∈ H.
On note H / G le fait que H soit normal dans G.
Construction du groupe quotient : Si H est un sous-groupe distingue´
de G, l’ensemble G/H muni de la loi interne induite de G sur G/H a une
structure de groupe.
Exemple :
∗ Soit n ∈ N. Si on de´finit sur Z la relation d’e´quivalence ∼ suivante :
x ∼ y ⇐⇒ n/x− y.
On conside`re le groupe additif (Z,+) et son sous-groupe nZ. L’ensemble des
classes d’e´quivalence de la relation ∼, Z/nZ, muni de la loi induite + est un
groupe commutatif.
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∗ On peut de´finir sur Z/nZ une loi multiplicative. L’ensemble Z/nZ−{0}
muni de cette loi n’est pas toujours un groupe. Une conse´quence directe du
the´ore`me de Be´zout est que (Z/nZ− {0},×) est un groupe si et seulement si n
est un nombre premier.
1.1.2. Proprie´te´s
∗ G/G est un groupe trivial, re´duit a` l’e´le´ment neutre de G.
∗ Si G est commutatif ou cyclique, il en est de meˆme pour G/H.
Rappelons qu’il n’existe, a` isomorphisme pre`s, qu’un seul groupe cyclique infini
qui est (Z,+), et qu’un seul groupe d’ordre n, qui est Z/nZ.
1.2. Comple´ments sur les anneaux et les corps
La the´orie des anneaux et des corps a e´te´ de´veloppe´e a` partir de la fin du
19e`me sie`cle, notamment sous l’influence de David Hilbert et Emmy Noe-
ther. Elle a joue´ un roˆle central dans le de´veloppement des mathe´matiques du
20 e`me sie`cle, et elle a, jusqu’a` nos jours, des applications en mathe´matiques,
en cryptographie et en physique.
1.2.1. De´finitions initiales
∗ Un corps commutatif (K,+,×) est un anneau commutatif non nul pour
lequel tout e´le´ment non nul admet un inverse.
i.e. (K,+) est un groupe abe´lien dont l’e´le´ment neutre est note´ 0,
(K − {0},×) est e´galement un groupe abe´lien et son e´le´ment neutre est note´ 1,
× est distributive par rapport a` +.
∗ Soit P une partie de K. Si P est un sous groupe de (K,+) et P − {0}
muni de × un sous groupe de (K − {0},×), alors P est un sous corps de K.
∗ Le plus petit sous-corps d’un corps K contenant la partie P est appele´e
sous-corps de K engendre´ par P .
∗ Un corps est dit premier s’il ne contient aucun sous-corps strict.
∗ Si K est un corps, le sous-corps engendre´ par 1 est un corps premier.
C’est le sous-corps premier de K.
1.2.2. Rappel et comple´ment sur les ide´aux
De´finition : Une partie I d’un anneau A est appele´e ide´al a` gauche
(resp. a` droite) de A, lorsque :
- I est un sous-groupe additif de A
- Pour tout a de A et tout x de I, ax ∈ I (resp. xa ∈ I).
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∗ On appelle ide´al bilate`re de A, toute partie qui est simultane´ment ide´al
a` gauche et a` droite.
∗ Si I est un ide´al bilate`re, le groupe quotient A/I peut eˆtre muni d’une
structure d’anneau, qu’on appelle anneau quotient.
Ide´al premier : Un ide´al I de A est dit premier si et seulement si l’anneau
quotient A/I est un anneau inte`gre.
Ide´al maximal : Un ide´al I de A est dit maximal si et seulement si I est
contenu exactement dans deux ide´aux, A et lui-meˆme.
∗ Dans un anneau commutatif, un ide´al bilate`re est maximal si et seulement
si l’anneau quotient est un corps.
∗ Tout ide´al maximal est donc premier.
∗ Prolongement d’une fonction : Soient f et g deux fonctions de´finies
respectivement sur A et C a` valeurs dansB etD (respectivement) tel que A ⊆ C,
f co¨ıncide avec g sur A et B ⊆ D, on dit alors que g est un prolongement de f .
∗ Anneau inte`gre : On dit qu’un anneau A est inte`gre (ou que A est
un anneau d’inte´grite´) s’il est commutatif, non re´duit a` {0}, et si le produit de
deux e´le´ments non nuls de A est non nul.
∗ Anneau local et corps re´siduel d’un anneau : Un anneau local est
un anneau posse´dant un unique ide´al maximal m(A). Le quotient d’un anneau
local par son ide´al maximal A/m(A) s’appelle le corps re´siduel de A, on le note
souvent κ(A).
∗ Anneau principal : Un anneau principal est un anneau inte`gre dont
tout ide´al est principal (un ide´al principal est un ide´al engendre´ par un seul
e´le´ment).
∗ Anneau noethe´rien : On dit qu’un anneau A est noethe´rien si toute
suite croissante d’ide´aux de A est stationnaire 1(ou, ce qui revient au meˆme, si
tout ide´al de A est engendre´ par un nombre fini d’e´le´ments).
∗ Corps des fractions d’un anneau : Le corps des fractions d’un anneau
inte`gre A est le plus petit corps commutatif (a` isomorphisme pre`s) contenant
A.
∗ Relation de domination entre anneaux locaux : Soient A et B
deux anneaux locaux. On dit que B domine A si A est un sous-anneau de B et
si m(A) = A∩m(B). On notera que si K est un anneau, la relation ”B domine
A ” est une relation d’ordre dans l’ensemble des sous-anneaux locaux de K.
1. rappelons qu’une suite est stationnaire s’il existe un rang a` partir duquel tous les termes
de la suite sont e´gaux
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∗ Anneau inte´gralement clos : Un e´le´ment x d’un anneau contenant A
est dit entier sur A s’il ve´rifie une e´quation dite ” de de´pendance inte´grale ” :
(∗) xn + a1xn−1 + ...+ an = 0, avec ai ∈ A ∀i ∈ {1, ..., n}
On dit que A est inte´gralement ferme´ dans un anneau B le contenant si tout
e´le´ment de B qui est entier sur A appartient a` A. On dit que A est inte´gralement
clos s’il est inte`gre et s’il est inte´gralement ferme´ dans son corps des fractions.
1.2.3. Extension de corps
De´finition d’une extension de corps : Soit K un corps, une extension
L de K est un corps tel que K soit sous-corps de L. On note L/K le fait que L
soit une extension de K.
Si L est une extension de K, il est muni d’une structure de K-espace vectoriel
via la multiplication.
Degre´ d’une extension : Si L est de dimension finie sur K, on note
[L : K] la dimension du K-espace vectoriel L. C’est un entier > 0 qu’on appelle
degre´ de l’extension L sur K. On dit dans ce cas que L est fini sur K.
∗ Si L est fini sur K et M est fini sur L , alors M est fini sur K et on a :
[M : K] = [M : L].[L : K]
E´le´ment alge´brique - e´le´ment transcendant : Un e´le´ment de L est dit
alge´brique s’il est racine d’un polynoˆme non nul a` coefficients dans K, sinon
il est transcendant.
Plus formellement, si L/k est une extension et α un e´le´ment de L. On de´finit
un morphisme d’anneaux (e´galement de K-espaces vectoriels) ϕ : K[T ]→ L par
P 7→ P (α),
- Si ϕ est injectif, on dit que α est transcendant sur K.
- Si ϕ n’est pas injectif, on dit que α est alge´brique sur K.
Extension alge´brique : Une extension L/K est dite alge´brique si tout
e´le´ment de L est alge´brique sur K.
Cloˆture alge´brique :
∗ Un corps commutatif K est dit alge´briquement clos si tout polynoˆme
de degre´ supe´rieur ou e´gal a` 1, a` coefficients dans K, admet (au moins) une
racine dans K.
∗ Une extension K d’un corps commutatif K est dite cloˆture alge´brique
si K/K est alge´brique et K est alge´briquement close.
∗ Tout corps K posse`de une cloˆture alge´brique, et elle est unique a` isomor-
phisme pre`s (non trivial).
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2. Topologie ge´ne´rale
Ce qu’on appelle aujourd’hui topologie ge´ne´rale est l’e´tude mathe´matique
qualitative des lieux et des relations spatiales : elle introduit, entre autres, les
notions de proximite´, frontie`re, localite´, continuite´, ainsi que leurs liens mutuels.
C’est Riemann qui est ge´ne´ralement conside´re´ comme e´tant a` l’origine de la
topologie.
2.1. Structure topologique
2.1.1. Ensemble ouvert
De´finition (Topologie et ensemble ouvert) : On appelle structure
topologique (ou topologie) sur un ensemble X une structure constitue´e par la
donne´e d’un ensemble O de parties de X posse´dant les proprie´te´s suivantes
(dites axiomes des structures topologiques) :
- (O1) : Toute re´union d’ensembles de O est un ensemble de O.
- (O2) : Toute intersection finie d’ensembles de O est un ensemble de O.
Les ensembles de O sont appele´s ensembles ouverts de la structure topologique
de´finie par O sur X.
∗ On appelle ensemble ferme´ le comple´mentaire d’un ensemble ouvert
de X.
∗ On appelle espace topologique un ensemble X muni d’une structure
topologique O et on note (X,O).
Remarque : Certains expose´s ajoutent inutilement aux axiomes O1 et O2
l’axiome selon lequel X et ∅ sont des e´le´ments de O, qu’on peut de´duire des
deux premiers comme suit :
- L’axiome (O1) implique en particulier que la re´union de la partie vide de
O, (c’est-a`-dire l’ensemble vide) appartient a` O.
En effet pour (Ui)i∈I une famille de sous ensembles de O tel que
⋃
i∈I
Ui ∈
O quel que soit I alors que pour I = ∅ on a
⋃
i∈I
Ui = ∅, donc ∅ ∈ O.
- L’axiome (O2) implique que l’intersection de la partie vide de O, (c’est-
a`-dire l’ensemble X) appartient a` O.
En effet pour (Ui)i∈I une famille de sous ensembles de O tel que
⋂
i∈I
Ui ∈
O pour I fini alors si on prend I = ∅ on a
⋂
i∈I
Ui = X, donc X ∈ O.
De´finition (Recouvrement ouvert) :
- Un recouvrement de X est une famille (Ui)i∈I de X telle que X =
⋃
i∈I
Ui,
si de plus I est un ensemble fini, on dit que (Ui)i∈I est un recouvrement
fini de X.
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- Soit (Ui)i∈I un recouvrement de X. Si ∃J ⊆ I tel que X =
⋃
j∈J
Uj , on
dit que (Uj)j∈J est un sous-recouvrement de X. Si de plus, J est fini, on
dit alors que (Uj)j∈J est un sous-recouvrement fini de X.
- Un recouvrement d’une partie A d’un espace topologique X est dit ouvert
si tous les Ui sont ouverts dans X.
2.1.2. Exemples de topologies : Un ensemble X peut ge´ne´ralement eˆtre
muni de plusieurs topologies distinctes. Parmi celles-ci on peut citer :
∗ Topologie grossie`re et topologie discre`te : La topologie grossie`re
est celle qui comporte le moins d’ouverts : O = {X, ∅}.
A` l’autre extre´mite´, la topologie discre`te est celle pour laquelle toute partie de
X est ouverte : O = P (X), ensemble de toutes les parties de X.
∗ Topologie des espaces me´triques : La notion d’espace me´trique fut
introduite en 1906 par M. Fre´chet, et de´veloppe´e quelques anne´es plus tard par
F. Hausdorff. Elle acquit une grande importance apre`s 1920, d’une part graˆce
aux travaux fondamentaux de S. Banach sur les espaces norme´s et leurs appli-
cations a` l’analyse fonctionnelle, de l’autre en raison de l’inte´reˆt que pre´sente la
notion de valeur absolue en Arithme´tique et en Ge´ome´trie alge´brique (ou` notam-
ment la comple´tion par rapport a` une valeur absolue se montre tre`s fe´conde).
Une distance (ou me´trique) sur un ensemble X est une application
d : X → R+ posse´dant, pour tous x, y, z ∈ X, les proprie´te´s suivantes :
- (M1) d(x, y) = 0⇔ x = y.
- (M2) d(x, y) = d(y, x).
- (M3) d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z) (Ine´galite´ triangulaire)
Muni de la distance d, X est appele´ espace me´trique, et on note un tel
espace (X, d). Le nombre re´el positif d(x, y) est appele´ la distance entre x et
y dans X.
Dans un un espace me´trique (X, d) , et pour a ∈ X et r > 0. On appelle boule
ouverte de centre a et de rayon r l’ensemble : B(a, r) = {x ∈ X, d(a, x) < r}
On peut de´finir une topologie sur un espace me´trique (X, d) comme e´tant l’en-
semble des boules ouvertes de X.
∗ Topologie de Q et R : Soit X un ensemble = Q ou R.
On appelle intervalle ouvert toute partie de X de l’un des types suivants :
- ]a, b[= {c ∈ X, a < c < b}, ∀(a, b) ∈ X2.
- ]a,+∞[= {c ∈ X, c > a}, ∀a ∈ X.
- ]−∞, a[= {c ∈ X, c < a}, ∀a ∈ X.
On appelle ouvert de X toute re´union d’intervalles ouverts. Les ouverts
de X de´finissent une topologie dite topologie ordonne´e.
2.2. Voisinages
2.2.1. De´finitions
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∗ Voisinages : Dans un espace topologique X, on appelle voisinage d’une
partie A de X tout ensemble qui contient un ensemble ouvert contenant A.
Les voisinages d’une partie {x} re´duite a` un seul point s’appellent aussi voisi-
nages du point x.
On note V (x) la famille des voisinages de x.
∗ Base de voisinages : Soient (X,O) un espace topologique et x ∈ X. On
appelle syste`me fondamental de voisinages de x ou base de voisinages
de x, toute famille B(x) de voisinages de x telle que pour tout voisinage V de
x, il existe W ∈ B(x) tel que W ⊆ V .
2.2.2. Exemple : Base de voisinages sur la droite rationnelle Q
Sur la droite rationnelle Q, l’ensemble des intervalles ouverts contenant
un point x est un syste`me fondamental de voisinages de ce point. Il en est de
meˆme pour l’ensemble des intervalles ouverts ]x− 1
n
, x+
1
n
[, et pour l’ensemble
des intervalles ferme´s [x− 1
n
, x+
1
n
] avec n ∈ N∗ ou une suite infinie strictement
croissante a` valeurs dans N∗. 2
2.3. Adhe´rence
De´finition : Dans un espace topologique (X,O), on dit qu’un point x est
adhe´rent a` un ensemble A lorsque tout voisinage de x rencontre A. L’ensemble
des points adhe´rents a` A s’appelle adhe´rence de A et se note A .
2.4. Densite´
De´finition (par l’adhe´rent) : On dit qu’une partie A d’un espace topolo-
gique (X,O) est dense dans X 3 si A = X.
Autrement dit, si pour toute partie ouverte non vide U de X, U ∩ A est non
vide.
De´finition (par les suites) : On dit qu’une partie A d’un espace topologique
(X,O) est dense dans X si et seulement si pour tout x de X il existe une suite
(xn)n∈N ⊂ A qui converge vers x.
2.5. Se´parabilite´
De´finition (espace topologique se´pare´) : Un espace topologique (X,O)
est dit se´pare´ ou un espace de Hausdorf s’il ve´rifie la proprie´te´ suivante,
appele´e axiome de Hausdorff : 4
(H) : Pour tout couple (x, y) de points distincts (x 6= y) de X, il existe un
voisinage de x et un voisinage de y disjoints.
2. On a des re´sultats analogues pour la droite nume´rique de R.
3. ou encore est partout dense, lorsqu’il n’en re´sulte pas de confusion sur X
4. Certains mathe´maticiens de´finissent un espace se´pare´ par six axiomes, alors qu’on peut
les re´sumer a` celui de Hausdorff
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Exemples :
La droite des nombres rationnels : La droite rationnelle Q est se´pare´e,
car si x, y sont deux nombres rationnels tels que x < y, et z un nombre rationnel
tel que x < z < y, les voisinages respectifs ] −∞, z[ et ]z,+∞[ de x et y ne se
rencontrent pas.
Les espaces me´triques : Tout espace me´trique (X, d) est se´pare´ : soient
en effet x et y deux points distincts de X ; alors B(x,
d(x, y)
2
) et B(y,
d(x, y)
2
)
sont des voisinages, respectivement de x et de y, disjoints.
2.6. Comple´tude
De´finition (Suite de Cauchy) : Soit (X, d) un espace me´trique.
Une suite (xn)n>0 dans (X, d) est dite suite de Cauchy si pour tout  > 0, il
existe n0 ∈ N tel que pour tout n,m ∈ N ve´rifiant n > n0 et m > n0, on ait
d(xm, xn) < .
Il revient au meˆme de dire que pour tout  > 0, il existe n0 ∈ N tel que pour
tout n ∈ N ve´rifiant n > n0 et pour tout p ∈ N, on a d(xn+p, xn) < .
De´finition (Espace complet) : Soit (X, d) un espace me´trique. On dit que
(X, d) est complet si toute suite de Cauchy dans (X, d) est convergente.
2.7. Comple´tion
La comple´tion est une notion indispensable pour notre sujet, c’est, en de
simples mots, l’extension d’un espace uniforme E (souvent un espace me´trique
pour nous) en un autre espace dans lequel s’envoie E, qui est complet et qui est
minimal parmi ceux-ci.
Construction : Un espace me´trique E non complet posse`de au moins une
suite de Cauchy qui ne converge pas. Le comple´te´ de E est obtenu en ajoutant les
limites des suites de Cauchy. Par exemple, Q, muni de la me´trique de distance,
n’est pas complet car il existe des suites de Cauchy qui ne convergent pas,
en l’occurrence, 1, 1.4, 1.41, 1.414, ... ne converge pas parce que
√
2 n’est pas
rationnel. Le comple´te´ de Q est R. Remarquons que le comple´te´ de´pend de la
me´trique. Par exemple, pour tout p premier, Q peut eˆtre muni de la norme
p-adique, et alors le comple´te´ de l’ensemble des rationnels est l’ensemble des
nombres p-adiques.
Techniquement parlant, le comple´te´ de E est l’ensemble des limites des suites de
Cauchy. E est contenu dans cet ensemble, en conside´rant les suites constantes.
Lorsque E est se´pare´ - c’est en particulier le cas si E est me´trique - E est un
sous-espace de son comple´te´.
2.8. Compacite´
De´finition (Espace topologique compact) : Soit X un espace topologique
se´pare´. On dit que X est compact s’il ve´rifie la proprie´te´ dite proprie´te´ de
Borel-Lebesgue :
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De tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini.
Autrement dit, pour toute famille d’ouverts (Ui)i∈I de X telle que X =
⋃
i∈I
Ui,
il existe un sous-ensemble fini J de I tel que X =
⋃
j∈J
Uj .
Proposition :
Soit (X,O) un espace topologique se´pare´. Les proprie´te´s suivantes sont
e´quivalentes :
(i) X est compact.
(ii) De toute famille de ferme´s de X dont l’intersection est vide, on peut
extraire une sous-famille finie dont l’intersection est vide.
(iii) Toute famille de ferme´s de X dont toute sous-famille finie est d’inter-
section non vide, est elle-meˆme d’intersection non vide.
Proprie´te´s :
- Si (Ki)i∈I est une famille de parties compactes de X, alors l’intersection
quelconque
⋂
i∈I
Ki est compacte, toute re´union finie de parties com-
pactes est e´galement compacte.
- Si X est compact et A est ferme´e dans X, alors A est compacte.
- Tout intervalle ferme´ et borne´ de R est compact (The´ore`me de Heine).
De´finition (Espace topologique localement compact) : Soit X un es-
pace topologique se´pare´. On dit que X est localement compact si tout point de
X admet un voisinage compact.
Exemples :
a - Tout espace compact est localement compact.
b - La droite re´elle R et plus ge´ne´ralement, l’espace Rn, sont localement
compacts.
c - Tout espace muni de la topologie discre`te est localement compact. En
particulier, Z (muni de sa topologie de sous-espace de R) est localement
compact.
d - L’ensemble des rationnels Q, pour sa topologie de sous-espace de R, n’est
pas localement compact.
Proprie´te´s :
- Les parties ouvertes et les parties ferme´es d’un espace localement compact
sont localement compactes.
- Dans un espace se´pare´, l’intersection de deux parties localement com-
pactes est localement compacte. Par contre, la re´union de deux parties
localement compactes n’est pas en ge´ne´ral localement compacte.
De´finition (Espace topologique pre´compact) : Un espace me´trique est
dit pre´compact si son comple´te´ est compact.
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Proposition : Un espace me´trique est pre´compact si et seulement si, pour
tout ε > 0, cet espace peut eˆtre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes
de rayon ε.
2.9. Compactification
2.9.1. Espace compactifie´
De´finition (Compactifie´ d’un espace topologique) : Une compactifica-
tion d’un espace topologique X est la donne´e d’un couple (X̂, f) constitue´ d’un
espace compact X̂ et d’un home´omorphisme f de X sur un sous-ensemble dense
de X̂.
On identifie fre´quemment l’espace X avec f(X) ⊂ X̂. Et on dit simplement que
X̂ est un compactifie´ de X. Si X est de´ja` compact, l’espace X̂ est home´omorphe
a` X, et dans ce cas, il ne sert a` rien de parler de compactifie´ de X.
2.9.2. Compactification d’Alexandroff
Ingre´dients pour construire un espace compactifie´ d’Alexandroff :
Soit (X,O) un espace localement compact. Ajoutons a` X un nouveau point,
note´ w ou ∞ et appele´ point a` l’infini, et conside´rons l’ensemble :
X∞ = X ∪ {∞}.
On dit souvent que {∞} est le point a` l’infini de X∞, et que X∞ re´sulte de
X par adjonction d’un point a` l’infini.
Soit O∞ l’ensemble des parties deX∞ de´fini par : une partie U deX∞ appartient
a` O∞ si U appartient a` T , ou bien si U est le comple´mentaire dans X∞ d’un
compact de (X,O). On peut ve´rifier que O∞ est une topologie sur X∞.
Il est clair que l’espace X∞, muni de la topologie T∞, est se´pare´. 5
De´finition (compactifie´ d’Alexandroff) : Soit (X,O) un espace locale-
ment compact. L’espace compact (X∞, O∞) est appele´ le compactifie´ d’Alex-
androff de (X,O).
2.10. Compacite´ des espaces quotients
2.10.1. De´finitions :
De´finition (Application propre) : Soient X,Y des espaces topologiques,
avec X se´pare´ et f : X → Y une application.
On dit que f est propre si f est continue et ferme´e (envoie les ferme´s du premier
espace vers les ferme´s du second) et si pour tout y ∈ Y , f−1({y}) est une partie
compacte de X.
5. On peut construire l’espace X∞ pour n’importe quel espace topologique X, mais dans ce
cas, X∞ n’est pas toujours se´pare´. En fait, X∞ est se´pare´ si et seulement si X est localement
compact.
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De´finition (Sature´ pour une relation d’e´quivalence) : Soit X un en-
semble et soit A une partie de X, l’ensemble des points de X qui sont e´quivalents
a` un point de A est appele´ le sature´ de A pour la relation d’e´quivalence.
Le sature´ de A s’e´crit alors pi−1(pi(A)) ou` pi est la projection canonique de X
sur X/<.
De´finition (Relation d’e´quivalence ouverte/ferme´e) : soient < une re-
lation d’e´quivalence ouverte (resp. ferme´e) dans un espace topologique (X,O),
f l’application canonique f : X → X/<, A une partie de X. Supposons que
l’une des deux conditions suivantes soit ve´rifie´e :
a - A est ouvert (resp. ferme´) dans X.
b - A est sature´ pour <.
Sous ces conditions, la relation <A induite sur A est ouverte (resp. ferme´e) et
l’application canonique de A/<A sur f(A) est un home´omorphisme.
De´finition (Graphe d’une relation d’e´quivalence) : Soient < une rela-
tion d’e´quivalence sur un espace topologique (X,O), on appelle graphe de <
l’ensemble G(<) = {(x, y) ∈ X2;x<y}.
De´finition (Se´paration d’un espace quotient) : Cherchons des conditions
pour qu’un espace quotient X/< soit se´pare´ (auquel cas on dit que la relation
d’e´quivalence < est se´pare´e). En premier lieu, si X/< est se´pare´, les ensembles
re´duits a` un point dans X/< sont ferme´s, donc toute classe d’e´quivalence suivant
< est ferme´e dans X. Cette condition ne´cessaire n’est pas suffisante ; la de´finition
des ensembles ouverts dans X/< donne la condition ne´cessaire et suffisante
suivante :
Pour que X/< soit se´pare´, il faut et il suffit que deux classes d’e´quivalence
distinctes dans X soient respectivement contenues dans deux ensembles ouverts
sature´s sans point commun.
∗ Autre condition plus maniable : Pour qu’un espace quotient X/< soit
se´pare´, il est ne´cessaire que le graphe G(<) de < soit ferme´ dans X2. Cette
condition est suffisante lorsque la relation < est ouverte.
∗ Dans un espace X re´gulier (se´pare´ et l’ensemble des voisinages ferme´s
d’un point quelconque de X est un syste`me fondamental de voisinages de ce
point), toute relation d’e´quivalence a` la fois ouverte et ferme´e est se´pare´e.
2.10.2. Espaces quotients compacts
Soient X un espace compact, < une relation d’e´quivalence dans X, G(<)
son graphe dans X ×X et q : X → X/< l’application quotient. Les proprie´te´s
suivantes sont e´quivalentes.
(i) L’espace topologique quotient X/< est se´pare´.
(ii) Le graphe G(<) est ferme´ dans X ×X.
(iii) La relation < est ferme´e.
(iv) L’application quotient q est propre.
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En outre, lorsque une de ces proprie´te´s est ve´rifie´e, alors l’espace X/< est com-
pact.
2.10.3. Espaces quotients localement compacts
Soient X un espace compact, < une relation d’e´quivalence dans X, G(<)
son graphe dans X2 et q : X → X/< l’application quotient.
Soient X∞ = X ∪ {∞} le compactifie´ d’Alexandroff de X ; et <∞
la relation d’e´quivalence dans X dont le graphe est G(<) ∪ {−∞,+∞}. Les
proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
(i) L’application quotient q est propre.
(ii) Le sature´ pour < de toute partie compacte de X est un ensemble com-
pact.
(iii) La relation <∞ est ferme´e.
(iv) La restriction a` G(<) de l’application (x, y) 7→ y de X2 dans X est
propre.
(v) La relation < est ferme´e et les classes suivant < sont compactes.
En outre, lorsqu’une de ces proprie´te´s est ve´rifie´e, alors l’espace X/< est loca-
lement compact.
2.10.4. Corollaire et proposition :
∗ Soient X un espace se´pare´, Y un espace topologique, f : X → Y une
application propre. Pour que X soit compact (resp. localement compact), il faut
et il suffit que f(X) soit compact (resp. localement compact), et il suffit que Y
soit compact (resp. localement compact).
∗ Soient X un espace localement compact, < une relation d’e´quivalence
ouverte et se´pare´e dans X, f l’application canonique X → X/<. Alors X/< est
localement compact, et pour toute partie compacte K ′ de X/<, il existe une
partie compacte K de X telle que f(K) = K ′.
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Premie`re partie :
Corps value´s et proprie´te´s
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1. La valeur absolue
1.1. Corps value´
De´finition (Valeur absolue archime´dienne) :
On appelle valeur absolue sur un corps K une application x → |x| de K
dans R+, satisfaisant aux conditions suivantes :
V A1 ∀x ∈ K, |x| = 0⇔ x = 0.
V A2 ∀x, y ∈ K, |xy| = |x|.|y| .
V A3 ∀x, y ∈ K, |x+ y| 6 |x|+ |y| .
En outre, une telle application est appele´e valeur absolue archime´dienne.
De´finition (Valeur absolue non-archime´dienne) :
Une valeur absolue sur un corps K est dite non-archime´dienne si elle ve´rifie
de plus l’ine´galite´ suivante :
∀x, y ∈ K, |x+ y| 6 max{|x|; |y|} (Ine´galite´ ultra-me´trique)
Remarque :
∗ D’apre`s V A2, on a |x| = |1|.|x|, et comme il existe d’apre`s V A1 au moins
un x tel que |x| 6= 0, on a |1| = 1 ; on en tire 1 = | − 1|2, d’ou` e´galement | −1 |
= 1, et par suite on en conclut que :
∀(x, y) ∈ K on a |x− y| 6 |x|+ |y|
∗ Soit |.| une valeur absolue sur un corps K. L’ine´galite´ triangulaire peut
eˆtre ge´ne´ralise´e (par re´currence) a` n e´le´ments de K par :
|
n∑
i=1
xi| 6
n∑
i=1
|xi|
∗ Soit |.| une valeur absolue sur un corps K. L’ine´galite´ ultrame´trique peut
eˆtre ge´ne´ralise´e (encore par re´currence) a` n e´le´ments de K par :
|
n∑
i=1
xi| 6 max
i∈{1,...,n}
{|xi|}
∗ Soit |.| une valeur absolue sur un corps K. On a le re´sultat suivant :
∀(x, y) ∈ K2, ||x| − |y|| 6 |x− y|.
On l’utilise souvent pour montrer la continuite´ de la fonction valeur absolue.
On note V al(K) (resp. V alu(K)) l’ensemble des valeurs absolues (resp. des
valeurs absolues ultrame´triques) de K.
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De´finition (Corps value´) :
On appelle corps value´ un corps K muni de la structure de´finie par la
donne´e d’une valeur absolue sur K. Et on le note (K,+, ., ||).
Si la valeur absolue est archime´dienne, (K,+, ., ||) est appele´ corps value´ ar-
chime´dien.
Si la valeur absolue est non-archime´dienne, (K,+, ., ||) est appele´ corps value´
non-archime´dien.
Exemples :
∗ Valeur absolue impropre / triviale : Soit K un corps quelconque ;
pour tout x ∈ K, posons | x | = 1 si x 6= 0, et | 0 | = 0 ; l’application x →| x |
ainsi de´finie est une valeur absolue sur K, dite valeur absolue impropre.
Tout corps est donc value´ car il posse`de au moins la valeur absolue triviale.
Remarque : Si, dans un corps value´, x est racine de l’unite´, on a |x| =
1, car si xn = 1 pour un entier n > 0, on en tire |x|n = 1 d’ou` |x| = 1.
En particulier, la seule valeur absolue sur un corps fini est la valeur absolue
impropre, puisque tout e´le´ment 6= 0 du corps est racine de l’unite´.
∗ Valeur absolue d’un nombre re´el/rationnel : La fonction de´finie de
R ou Q vers R+ (ou resp. Q+) :
|x| =
{
x si x > 0
−x si x 6 0
est bel et bien une valeur absolue sur R (resp. Q).
∗ Valeur absolue de´finie par une valuation : Sur un corps K, une
valuation re´elle est une fonction v, de´finie dans K∗, a` valeurs dans R, satisfaisant
aux conditions suivantes :
a− Pour x ∈ K∗, y ∈ K∗, v(xy) = v(x) + v(y).
b− si en outre x+ y 6= 0, v(x+ y) > inf(v(x), v(y)).
Si a est un nombre re´el quelconque > 1, on de´finit alors sur K une valeur absolue
en posant | x | = a−v(x) pour x 6= 0, et | x | = 0 pour x = 0.
En effet, de la relation v(xy) = v(x) + v(y) pour x 6= 0 et y 6= 0, on
de´duit la relation | xy | = | x | . | y | pour ces valeurs de x et y, et cette
relation est trivialement ve´rifie´e si l’un des e´le´ments x, y est nul, de meˆme, de
v(x+ y) > inf(v(x), v(y)) pour x 6= 0, y 6= 0 et x+ y 6= 0, on de´duit
| x+ y |6 sup(| x |, | y |) 6| x | + | y |
Et ces ine´galite´s sont encore ve´rifie´es si l’un des e´le´ments x, y, x+ y est nul.
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∗ Valeur absolue p-adique sur Q : C’est un cas particulier de l’exemple
pre´ce´dent, si vp(x) est la valuation p-adique sur le corps Q des nombres ration-
nels (Exposant de p dans la de´composition de x en produit de facteurs premiers),
la valeur absolue correspondante | x |p = p−vp(x) est dite valeur absolue p-
adique sur le corps Q.
Plus pre´cise´ment :
Soit p un nombre premier. On conside`re la fonction ||p de´finie par ∀x ∈ Q∗,
| x |p=
{
p−k si x = pk
a
b
0 si x = 0
avec (a, p) = (b, p) = 1, ou` (a, b) de´signe le
PGCD de a et b.
Lemme : L’application x →| x |p est une valeur absolue sur Q. Elle ve´rifie,
en outre, l’ine´galite´ (ultrame´trique) :
∀x, y ∈ Q, | x+ y |p6 max(| x |p, | y |p). (∗)
Cette valeur absolue | x |p est appele´e valeur absolue p-adique de Q.
Preuve :
Par de´finition de | x |p, l’e´galite´ V A1 est satisfaite.
Si x = pk
a
b
et y = pk
′ d
c
avec (a, p) = (b, p) = (c, p) = (d, p) = 1 alors xy =
pk+k
′ ac
bd
et (ac, p) = (bd, p), ce qui nous donne |xy|p = p−(k+k′) = p−kp−k′ =
|x|p.|y|p et de´montre l’e´galite´ V A2.
D’autre part, en supposant que k′ 6 k (sinon on e´change x et y), on a
|y|p = maxp(|x|p, |y|p) et x+ y = pk(a
b
+ pk
′−k d
c
) = pk(
ac+ dbpk
′−k
bc
)
Puisque ac + dbpk
′−k est un entier, il existe deux entiers r et a′ tels que
ac+ dbpk
′−k = pra′ avec (a′, p) = 1 et r > 0.
En outre, p est premier a` b et c donc p est premier a` bc, ce qui nous donne
l’ine´galite´
|x+ y|p = p−(k+r) 6 p−k = max(|x|p, |y|p) 6 |x|p + |y|p
qui de´montre les ine´galite´s V A3. et (∗)

1.2. Topologie des corps value´s
1.2.1. Me´trique de´finie par une valeur absolue
Soit (K, |.|) un corps value´, alors on peut munir K d’une me´trique d dite
associe´e a` la valeur absolue sur K de´finie de la fac¸on suivante :
∀(x, y) ∈ K2, d(x, y) =| x− y |
En effet :
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(M1) : d(x, y) = 0⇔| x− y |= 0. d’ou` d’apre`s V A1 : |x− y| = 0⇔ x = y
(M2) : d(x, y) =| x− y |=| y−x |= d(y, x). d’apre`s la premie`re Remarque.
(M3) : d(x, z) =| x−y |=| x−z+z−y |6| x−z | + | z−y |= d(x, y)+d(y, z)
Et alors (K, d) est un espace me´trique. Si la valeur absolue de K est non-
archime´dienne, alors la distance d satisfait l’ine´galite´ ultrame´trique suivante :
∀(x, y, z) ∈ K3, d(x, z) 6 max(d(x, y), d(y, z))
1.2.1. Topologie d’un corps value´
Soient (K, |.|) un corps value´, x ∈ K et  > 0. L’ensemble :
Bo(x, ) = {y ∈ K : |y − x| < }
est la boule ouverte de centre x et de rayon . Et l’ensemble :
Bf (x, ) = {y ∈ K : |y − x| 6 }
est la boule ferme´e de centre x et de rayon .
Pour x ∈ K et  > 0 l’ensemble de toutes les boules ouvertes Bo(x, ) est
une base de la topologie me´trique de´finie sur K.
De´finition (Corps topologique) :
Soit (K, |.|) un corps value´, alors muni de la topologie de´finie par la dis-
tance d,K est appele´ corps topologique. C’est-a`-dire les applications suivantes
sont continues :
1 -
f1 : K
2 → K
(x, y) 7→ x+ y
2 -
f2 : K
2 → K
(x, y) 7→ x.y
3 -
f3 : K
2 → K
(x, y) 7→ x−1
4 -
f4 : K
2 → K
(x, y) 7→ −x
1.3. E´quivalence des valeurs absolues 6
De´finition (Deux valeurs absolues e´quivalentes) :
Deux valeurs absolues sur un corps K sont dites e´quivalentes si, et seule-
ment si, elles de´finissent la meˆme topologie (naturelle) sur K. Autrement dit si,
et seulement si, leurs distances associe´es respectives induisent la meˆme topologie
sur K.
Remarque :
La relation ”eˆtre e´quivalent” est une relation d’e´quivalence sur l’ensemble
des valeurs absolues d’un corps.
6. Dans cette sous-partie, p de´signera syste´matiquement un nombre premier.
Page 25
Corps value´s locaux
Lemme :
Soit K un corps et |.|1 , |.|2 deux valeurs absolues sur K. Les valeurs
absolues |.|1 et |.|2 sont e´quivalentes ssi pour toute suite (xn)n∈N de K
(|xn|1 → 0 lorsque n→ +∞)⇔ (|xn|2 → 0 lorsque n→ +∞)
Preuve :
– Supposons que les valeurs absolues |.|1 et |.|2 sont e´quivalentes.
Soit (xn)n>0 une suite de K convergeant vers 0 pour la distance d1. Alors, pour
tout voisinage ouvert V de 0 (pour la distance d1), il existe un rang n0 tel
que ∀n > n0, xn ∈ V . Or tout ouvert pour d2 est un ouvert de d1, donc pour
tout voisinage ouvert V de 0 (pour la distance d2), il existe un rang n0 tel que
∀n > n0, xn ∈ V ce qui de´montre que (xn)n>0 converge vers 0 pour d2.
– Supposons que pour toute suite (xn)n∈N de K
(|xn|1 → 0 lorsque n→ +∞)⇔ (|xn|2 → 0 lorsque n→ +∞)
De´montrons que les ouverts pour d1 sont les ouverts pour d2 revient a`
de´montrer que les ferme´s pour d1 sont les ferme´s de d2 (le comple´mentaire d’un
ouvert est un ferme´ et vice-versa). La caracte´risation se´quentielle des ferme´s
montre que F est ferme´ ssi pour toute suite (xn)n>0 d’e´le´ments de F conver-
geant vers x dans K pour la distance d1 alors x ∈ F .
Soit F un ferme´ pour la distance d1 et soit (xn)n>0 une suite d’e´le´ments de F
convergeant vers x ∈ K pour la distance d2. Alors
d||2(xn, x) = |xn − x|2 → 0⇔ |xn − x|1 = d||1(xn, x)→ 0.
On en de´duit que la suite (xn)n>0 converge vers x dans K pour la distance d1
et, puisque F est ferme´ pour la distance d1, x ∈ F .
L’ensemble F est donc ferme´ pour la distance d2. En e´changeant les roˆles de d1
et d2, on conclut.

The´ore`me :
Soient |.|1 et |.|2 deux valeurs absolues surK, alors |.|1 et |.|2, sont e´quivalentes
ssi il existe un re´el positif a tel que ∀x ∈ K, |x|1 = |x|a2
Preuve :
L’implication re´ciproque est e´vidente graˆce au lemme pre´ce´dent.
Pour l’implication directe, soit x un e´le´ment de K tel que |x|1 < 1.
La suite (xn)n∈N converge vers 0 (|xn|1 = |x|n1 ) dans (K, d||1) donc elle converge
vers 0 dans (K, d||2) c’est-a`-dire |x|n2 = |xn|2 → 0 lorsque n→ +∞ d’ou` |x|2 < 1.
En e´changeant le roˆle joue´ par les deux valeurs absolues, on obtient que
∀x ∈ K, (|x|1 < 1)⇔ (|x|2 < 1)
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ensuite en remplac¸ant x par
1
x
(x 6= 0), on obtient
∀x ∈ K, (|x|1 > 1)⇔ (|x|2 > 1)
et par conse´quent
∀x ∈ K, (|x|1 = 1)⇔ (|x|2 = 1)
Ainsi si |.|1 est la valeur absolue triviale, on en de´duit que |.|2 est e´galement la
valeur triviale.
Supposons |.|1 ne soit pas triviale : il existe x0 ∈ K tel que |x0|1 > 1 (donc
|x0|2 > 1) ce qui implique qu’il existe
a ∈ R+ tel que |x0|1 = |x0|a2 (a =
ln|x0|1
ln|x0|2 > 0)
Soit x ∈ K tel que |x|1 > 1. Conside´rons le re´el b pour lequel |x|1 = |x0|b1. Pour
tout rationnel
p
q
> b, on a les e´quivalences suivantes :
|x|1 < |x0|
p
q
1 ⇔ |xq|1 < |xp0|1 ⇔
|xq|1
|xp0|1
< 1⇔ |xq|2 < |xp0|2 ⇔ |x|2 < |x0|
p
q
En faisant tendre
p
q
vers b dans R, on obtient que |x|2 6 |x0|b2. En appliquant le
meˆme raisonnement a` un rationnel
p
q
< b puis en passant a` la limite, on obtient
que |x|2 > |x0|b2 ce qui nous fournit l’e´galite´
|x|2 = |x0|b2 = |x0|
b
a
1 = |x|
1
a
1 ⇒ |x|1 = |x|a2
valable pour tout e´le´ment x de K tel que |x|1 > 1. En remplac¸ant x par 1
x
et
en utilisant la multiplicativite´ des valeurs absolues, on en de´duit que
∀x ∈ K, tel que |x|1 6= 1, |x|1 = |x|a2 .
Soit x ∈ K tel que |x|1 = 1. L’e´le´ment x
x0
qui ve´rifie | x
x0
|1= |x|1|x0|1 =
1
|x0|1 < 1
donc on a :
| x
x0
|1=| x
x0
|a1⇔ |x|1 = |x|a2
(car |x0|1 = |x0|a2), ce qui nous permet d’affirmer que :
∀x ∈ K, |x|1 = |x|a2

Corollaire :
Deux valeurs absolues |.|p et |.|l (respectivement p-adique et l-adique) sont
e´quivalentes si, et seulement si, p = l.
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Preuve :
La re´ciproque est triviale. Pour l’implication directe, il suffit de conside´rer
la suite (pn)n>0. Elle converge vers 0 pour |.|p car :
|pn|p = p−n → 0 quand n→ +∞
et si p 6= l, elle ne converge pas vers 0 pour |.|l car :
|pn|l = 1 9 0

Proposition :
Soient |.|1, |.|2, ... et |.|n des valeurs absolues non triviales et non e´quivalentes
deux a` deux sur un corps K, alors :
Il existe x ∈ K tel que |x|1 > 1 et (∀i > 2) |x|i < 1
Preuve :
Par re´currence sur n :
Pour n = 2 : |.|1 n’est pas e´quivalente a` |.|2
donc (∃(a, b) ∈ K2) :
{ | b |1< 1 et | b |2> 1
| a |1> 1 et | a |2< 1
Il suffit donc de prendre x =
b
a
.
Pour n > 2, on choisit a ∈ K tel que |a|1 > 1 et (∀i ∈ {2, 3, ..., n− 1}) |a|i < 1
et b ∈ K tel que |b|1 > 1 et |b|n < 1. On a alors :
∗ 1er cas : Si |a|n < 1, alors x = a convient.
∗ 2e´m cas : Si |a|n = 1, alors
amb −−−−−→
m→+∞

+∞ pour | . |1
b pour | . |n
0 pour | . |i ; 2 6 i 6 n− 1
Il suffit de prendre x = amb (pour m assez grand).
∗ 3e´m cas : Si |a|n > 1, alors
amb
1 + am
−−−−−→
m→+∞
{
b pour | . |n et|.|1
0 pour | . |i ; 2 6 i 6 n− 1
Ainsi
amb
1 + am
convient pour m assez grand.

The´ore`me (Approximation faible d’Artin-Whaples) :
Soit K un corps muni des valeurs absolues |.|1, |.|2, ... et |.|n non triviales
et non e´quivalentes deux a` deux , alors :
∀(x1, x2, ..., xn) ∈ Kn et ∀ > 0, ∃x ∈ K : (∀i ∈ {1, 3, ..., n}) |x− xi|i < 
(C’est a` dire que la diagonale de Kn est partout dense dans Kn).
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Preuve :
(∀i ∈ {1, 3, ..., n})(∃ai ∈ K) : |ai|i > 1 et (∀j ∈ {1, 3, ..., n}\{i}) |ai|j < 1.
Soit
bm =
n∑
j=1
amj
1 + amj
xj −−−−−→
m→+∞ xi pour |.|i
et x = bm convient pour m assez grand.

Lemme :
Une valeur absolue sur un corps K est ultrame´trique si et seulement si
elle est borne´e sur l’anneau premier.
De´monstration :
La ne´cessite´ est triviale.
Inversement :
Pour tout (x, y) ∈ K2 et pour tout n ∈ N∗.
On peut e´crire (formule du binoˆme de Newton et ine´galite´ triangulaire) :
|(x+ y)n| 6
n∑
k=0
|Cknxkyn−k| 6 (n+ 1)C(max(|x|, |y|))n
ou` C est telle que ∀m ∈ Z, |m.1K | 6 C, d’ou` :
|x+ y| 6 (n+ 1)
1
nC
1
nmax(|x|, |y|).
Il suffit de faire tendre n vers +∞ pour obtenir le re´sultat.

Premier the´ore`me d’Ostrowski :
Sur Q, il n’existe a` l’e´quivalence pre`s qu’une seule valeur absolue non ul-
trame´trique. Elles sont toutes de la forme : |.| = |.|ρ∞ ou` |.|∞ est la valeur absolue
usuelle et ρ ∈]0, 1].
Preuve :
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Soit |.| une valeur absolue non ultrame´trique sur Q, alors pour tout entier
naturel n on a : |n| 6 |1|+ |1|+ ...+ |1| 6 n.
D’ou` (∀n ∈ Z) |n| 6 |n|∞.
Soient m et n deux entiers supe´rieurs strictement a` 1, alors il existe
(a0, a1, ..., as) ∈ Ns+1 tel que m = a0 + a1n+ ...+ asns (1)
Et (∀i ∈ {0, 1, ..., n}) 0 6 ai < n et as 6= 0 (et si m < n, m = a0) (l’e´criture de
m dans la base n).
On a : m > ns, alors :
s 6 ln(m)
ln(n)
(2) et | m |6| a0 | + | a1 || n | +...+ | as | .(| n |)s
donc : | m |6 n(1 + s)max(1, (| n |)s) (d’apre`s (1) et le fait que 0 6 ai < n)
alors :
|m| 6 n
(
1 +
ln(m)
ln(n)
)
max
1, (|n|) ln(m)ln(n)
 d’apre`s (2)
Si l’on substitue dans cette formule mt, t ∈ N∗, a` m et l’on prend la racine tieme
on a : |m| 6 t
√
n
(
1 + t
ln(m)
ln(n)
)
max
1, (|n|) ln(m)ln(n)
 Comme (∀α ∈ [0,+∞[),
lim
n→+∞
n
√
(1 + αn) = 1 ; on a :
|m| 6 max
1, (|n|) ln(m)ln(n)
 (3)
| . | e´tant non ultrame´trique, elle n’est pas borne´e sur Z (d’apre`s le lemme
pre´ce´dent), il existe n0 ∈ N tel que | n0 |> 1 ; pour m = n0, on a :
(∀n ∈ N∗\{1}) | n |> 1
de sorte que (3) devient :
| m |6 (| n |)
ln(m)
ln(n)
c’est a` dire que
ln(| m |)
ln(m)
6 ln(| n |)
ln(n)
. Par syme´trie, ces deux membres ont la
meˆme valeur ρ : 0 < ρ 6 1. D’ou` ln(|m|) = ρ ln(m) ou encore |m| = mρ ;
On obtient : | −m| = |m| = mρ et |m
n
| =
(m
n
)ρ
de sorte que |.| est e´quivalente
a` |.|ρ∞ sur Q (0 < ρ 6 1).

1.4. Caracte´risations des valeurs absolues
Pour une application f de K dans R+, et un nombre re´el A > 0, nous
noterons (UA) la relation :
∀x, y ∈ k : f(x+ y) 6 A. sup(f(x), f(y))
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Nous noterons ϑ(K) l’ensemble des applications f de K dans R+ ve´rifiant
les deux axiomes (V A1) et (V A2) de la valeur absolue et pour lesquelles il existe
un A > 0 (de´pendant de f) tel que (UA) soit vraie.
On remarquera que si f ∈ ϑ(K), on a, en faisant x = 1, y = 0 dans (UA),
1 = f(1 + 0) 6 A.sup(f(1), f(0)) = A, donc 1 6 A .
Proposition 1 :
Pour qu’une application f de K dans R+ ve´rifiant (V A1) et (V A2) ap-
partienne a` ϑ(K), il faut et il suffit que :
∀x ∈ {x ∈ K ; f(x) 6 1} : f(1 + x) soit borne´.
De´monstration :
⇒ : Soit x ∈ K, si f ve´rifie (UA), On a :
f(1 + x) 6 A.sup(f(1), f(x))
et si f(x) 6 1, on aura :
sup(f(1), f(x)) = f(1) = 1
Donc :
f(1 + x) 6 A
Donc :
∀x ∈ {x ∈ K ; f(x) 6 l} : f(1 + x) est borne´
⇐ : Inversement, supposons que f(x + 1) 6 A pour les x ∈ K tels que
f(x) 6 1 (ce qui entraˆıne A > f(1) = 1) ; alors :
Si x = 0 ou y = 0 :
la condition (UA) est ve´rifie´e ;
Si au contraire x 6= 0 et y 6= 0, on peut par exemple supposer f(y) 6 f(x), donc,
d’apre`s (V A2) :
f(yx−1) 6 1
et par suite f(1 + yx−1), ce qui donne, en vertu de (V A2) :
f(x+ y)f(x)−1 6 A
D’ou`
f(x+ y) 6 A.f(x) 6 A. sup(f(x), f(y)).

Si f est une valeur absolue sur K, on a f(n.1) 6 n par re´currence sur
l’entier n > 0 a` partir de (V A3) ; re´ciproquement :
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Proposition 2 :
Soit f une application de K dans R+ appartenant a` ϑ(K) ; s’il existe C > 0
tel que f(n.1) 6 C.n pour tout entier n > 0, f est une valeur absolue sur K.
De´monstration :
Par re´currence sur r > 0, on de´duit de (UA) la relation
f(x1 + x2 + ...+ x2r ) 6 Ar sup
i∈{1,...,2r}
f(xi) (1)
pour toute famille (xi) de 2
r e´le´ments de K. Posons n = 2r − 1 ; pour tout
x ∈ K, on de´duit de (1)
(f(1 + x))n = f((1 + x)n) = f
 n∑
i=0
(
n
i
)
xi
 6 Ar sup(f ((ni)) (f(x))i)
6 CAr
n∑
i=0
(
n
i
)
(f(x))
i
= CAr(1 + f(x))n
car f
((
n
i
))
6 C
(
n
i
)
on a donc
f(1 + x) 6 C1/nAr/n(1 + f(x)).
Faisons tendre n vers +∞, il vient f(1 + x) 6 1 + f(x) pour tout x ∈ K ;
appliquons cette ine´galite´ en remplac¸ant x par xy−1 (pour y 6= 0) et en tenant
compte de (V A2), on obtient la relation (V A3), ce qui prouve la proposition.

Corollaire 1 :
Pour qu’une application f de K dans R+ soit une valeur absolue, il faut
et il suffit qu’elle ve´rifie les conditions (V A1), (V A2) et (U2).
De´monstration :
C’est ne´cessaire, car (V A3) entraˆıne
f(x+ y) 6 f(x) + f(y) 6 2sup(f(x), f(y)).
Inversement, supposons que f ve´rifie (V A1), (V A2) et (U2) ; pour tout
entier n > 0, soit r le plus petit entier tel que 2r > n ; si dans (1) on remplace
A par 2, les xi d’indice i 6 n par 1 et les xi d’indice i > re par 0, on obtient
f(n.1) 6 2r 6 2n ; on peut alors appliquer la proposition 2 avec C = 2, donc f
est une valeur absolue.

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Corollaire 2 :
Pour qu’une application f de K dans R+ appartienne a` ϑ(K), il faut et il
suffit qu’elle soit de la forme gt, ou` t > 0 et g est une valeur absolue, sur K.
En effet, dire que f ve´rifie (UA) e´quivaut a` dire que f
s ve´rifie (UAS ),
comme il existe s > 0 tel que As 6 2, le corolaire 1 montre que pour une telle
valeur de s, f est une valeur absolue.

Remarque : On peut donner une autre de´finition d’une valeur absolue ul-
trame´trique on se basant sur les derniers re´sultats :
On dit qu’une application f de K dans R+ est une valeur absolue ul-
trame´trique si elle ve´rifie les conditions (V A1), (V A2) et (U1) (ce qui entraˆıne
e´videmment que f est une valeur absolue).
Proposition 3 :
Soit f une application deK dans R+. Les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
a) - f est une valeur absolue ultrame´trique.
b) - Il existe une valuation υ de K, a` valeurs dans R , et un nombre, re´el a
tels que 0 < a < 1 et f = aυ.
c) - f appartient a` ϑ(K) et l’on a f(n.1) 6 1 pour tout entier n > 0.
d) - Pour tout s > 0, fs est une valeur absolue.
De´monstration :
Pour tout nombre re´el c tel que 0 < c < 1, l’application t 7→ ct est un
isomorphisme du groupe ordonne´ R (muni de l’ordre oppose´ a` l’ordre usuel) sur
le groupe ordonne´ R∗ ; cela montre l’e´quivalence de a) et b) 7. Il est clair que a)
implique c) ; c) entraˆıne d), car on de´duit de c) que (f(n.l))s 6 1 6 n pour tout
entier n > 0 et la proposition 2 montre que fs est une valeur absolue. Enfin d)
entraˆıne a) : en effet, si fs est une valeur absolue, elle ve´rifie (U2), donc f ve´rifie
(U2s) pour tout s > 0, et par suite aussi (U1) en faisant tendre s vers ∞.

Corollaire 3 :
Si K est un corps (pas ne´cessairement commutatif) de caracte´ristique
p > 0, toute fonction de ϑ(K) est une valeur absolue ultrame´trique.
De´monstration :
7. On parlera de fac¸on plus de´taille´e de la relation entre les valeurs absolues et les valuations
dans le de´but de la partie suivante.
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En effet, tout e´le´ment z = n.1 (n entier positif ) non nul appartient au
sous-corps premier Fp de K, donc ve´rifie la relation zp−1 = 1, ce qui entraˆıne
f(z) = 1 et l’on peut appliquer la proposition 3, c).

Remarque :
E´tant donne´ un nombre re´el c tel que 0 < c < 1, les formules
f(x) = cυ(x) , υ(x) = logcf(x)
e´tablissent donc une correspondance biunivoque entre valeurs absolues ultrame´tr-
iques sur K et valuations de K a` valeurs re´elles.
A la valeur absolue impropre correspond la valuation impropre. Soient υ1(x),
υ2(x) deux valuations de K a` valeurs re´elles, et f1, f2 les valeurs absolues cor-
respondantes ; pour que υ1(x) et υ2(x) soient e´quivalentes, il faut et il suffıt que
f1 et f2 le soient : en effet, dire que υ1(x) et υ2(x) sont e´quivalentes revient a`
dire que les relations υ1(x) > 0 et υ2(x) > 0 sont e´quivalentes, ou encore que
les relations f1(x) 6 1 et f2(x) 6 1 sont e´quivalentes ; il suffit donc d’appliquer
les propositions vues pre´ce´demment.
2. Comple´tude et comple´tion d’un corps value´
2.1. Construction du comple´te´ d’un corps value´
Corps value´ complet :
Soit (K, |.|) un corps value´. On dit que K est complet si l’espace me´trique
(K, d) est complet.
i.e. Toute suite de Cauchy dans (K, d) est convergente dans K.
Comple´te´ d’un corps value´ : Soit (K, |.|) un corps value´.
Comme mentionne´ dans la partie pre´liminaire, on peut obtenir le comple´te´ de K
en ajoutant les limites des suites de Cauchy de K, K est e´galement contenu dans
son comple´te´ en conside´rant les suites constantes, on verra que cette construc-
tion, dont l’origine est tre`s simple, devient plutoˆt complique´e quand traduite en
langage mathe´matique. Plus formellement, on pose :
∗ C(K) = {A = (an)n≥1 ∈ KN∗/ lim
n→+∞
m→+∞
|an − am| = 0} l’ensemble des
suites de Cauchy de K, qui est un anneau unitaire,
∗ M(K) = {A = (an)n≥1 ∈ KN∗/ lim
n→+∞ |an| = 0} qui est un ide´al de
C(K),
∗ Et K̂ = C(K)/M(K) l’anneau quotient.
Proposition :
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Soit (K, |.|) un corps value´. L’ensemble K̂ est un corps. La valeur absolue
de K se prolonge de fac¸on unique sur K̂ et on la note e´galement |.|. De plus,
(K̂, |.|) est complet et il est unique a` un isomorphisme pre`s.
K̂ est appele´ comple´te´ de K.
De´monstration :
∗ On montre d’abord que C(K) est un anneau unitaire et que M(K) est
un ide´al de C(K).
Toute suite A = (an)n≥1 ∈ C(K) est borne´e. En effet,
Il existe n1 entier tel que ∀m,n ≥ n1, on a :
|an − am| < 1 ;
En particulier,
|an − an1 | < 1, ∀n > n1.
D’ou`
|an| < 1 + |an1 |, ∀n > n1 et α = supn≥1 |an| ≤ max(|a1|, ..., |an1 |, 1 + |an1 |)
C(K) est un anneau unitaire, d’unite´ (1, 1, ..., 1, ...).
Il suffit de ve´rifier que C(K) est un sous-anneau de l’anneau produit KN
∗
.
Si A = (an)n≥1 et B = (bn)n≥1 deux e´le´ments de C(K), on a pour n ≥ 1 et
m ≥ 1 :
anbn − ambm = (an − am)bn + am(bn − bm)
ainsi :
|anbn − ambm| ≤ β|an − am|+ α|bn − bm|
Ou` :
α = supn≥1 |an| et β = supn≥1 |bn|.
On en de´duit que :
lim
n→+∞
m→+∞
|anbn − ambm| = 0,
C’est-a`-dire AB ∈ C(K).
Soit maintenant A dans M(K), puisque :
|an − am| ≤ |an|+ |am|
On a :
lim
n→+∞
m→+∞
|an − am| = 0
Ce qui implique que M(K) ⊂ C(K). On ve´rifie facilement que M(K) est un
ide´al de C(K).
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∗ L’anneau quotient K̂ est un corps.
Conside´rons A = (an)n≥1 ∈ C(K) \M(K). Puisque
||an| − |am|| ≤ |an − am|
la suite (|an|)n≥1 est de Cauchy dans R+, donc :
lim
n→+∞ |an| = α > 0.
Ainsi, il existe n0 ≥ 1 et pour tout n ≥ n0, on a :
||an| − α| < α
2
,
Donc :
α
2
< |an|, ∀n ≥ n0.
Soit B = (bn)n≥1, la suite de´finie par bn = 1 pour 1 ≤ n < n0 et bn = an pour
n ≥ n0. Alors
|bn − bm| = |an − am|, pour n,m ≥ n0 et B ∈ C(K).
De plus
b−1n ∈ K, ∀n ≥ 1
Avec
|b−1n − b−1m | = |b−1n ||b−1m ||bn − bm| ≤
4
α2
|bn − bm|.
Il vient que
lim
n→+∞
m→+∞
|b−1n − b−1m | = 0 et C = (b−1n )n≥1 ∈ C(K).
D’autre part, comme |an − bn| = 0, ∀n ≥ n0, on a :
A−B ∈M(K)
Posons â la classe de A modulo M(K). Puisque BC = 1, on a b̂ĉ = b̂c = 1̂.
Mais b̂ = â, il vient que si A ∈ C(K) \M(K), sa classe â est inversible dans K̂.
Mais la classe â d’un e´le´ment A de C(K) est non nulle dans K̂ si et seulement
si A /∈M(K). On en de´duit que tout e´le´ment non nul de K̂ est inversible et K̂
est un corps.
∗ Extension de la valeur absolue.
Soient A = (an)n≥1 ∈ C(K) et â sa classe dans K̂. Posons |â| = lim
n→+∞ |an|
alors |â| ne de´pend pas de A ∈ â. En effet, si A,B ∈ â, on a :
A−B ∈M(K)
Et comme
|an| ≤ |an − bn|+ |bn| et |bn| ≤ |bn − an|+ |an|
On obtient
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|â| = lim
n→+∞ |an| = limn→+∞ |bn| = |̂b|
On ve´rifie alors que
|â| = lim
n→+∞ |an| de´finit une valeur absolue sur K̂.

Conside´rons l’injection canonique i : K → K̂ de´finie par i(a) = (a, ..., a...).
On a |î(a)| = |a|.
∗ (K̂, |.|) est complet.
Soit (â(n))n≥1 une suite de Cauchy. Conside´rons A(m) = (am(n))m≥1 ∈ â(n).
Pour tout ε > 0, il existe nε tel que pour n, q ≥ nε, on a :
|â(n)− â(q)| = lim
m→+∞ |am(n)− am(q)| < ε.
Mais il existe mε tel que ∀m ≥ mε, on a :
|am(n)− am(q)| < ε, pour tous n, q ≥ nε.
Ainsi :
∀m ≥ max(mε, nε), ∀n ≥ nε, on a |am(n)− am(m)| < ε.
La suite A = (am(m))m≥1 appartient a` C(K). Si â est la classe de A, on a :
lim
n→+∞ |â(n)− â| = limn→+∞
m→+∞
|am(n)− am(m)| ≤ ε, pour tout ε > 0
Donc
lim
n→+∞ |â(n)− â| = 0
C’est-a`-dire
â = lim
n→+∞ â(n) et K̂ est complet.

Proposition :
K est dense dans K̂ qui est unique a` un isomorphisme pre`s.
De´monstration :
∗ Soit â ∈ K̂ la classe de A = (an)n≥1 ∈ C(K), pour tout ε > 0, il existe
nε tel que pour m,n ≥ nε, on a :
|am − an| < ε
Ainsi :
|â− î(an)| = lim
m→+∞ |am − an| ≤ ε.
Il vient que :
lim
n→+∞ |â− i(ân)| = 0 et K est dense dans K̂.
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∗ Soient (L, |.|1) un corps value´ complet, j : K → L un morphisme isome´trique
de corps. Alors j se prolonge de fac¸on unique en un morphisme isome´trique :
ĵ : K̂ → L,
En posant pour â ∈ K̂,
ĵ(â) = lim
n→+∞ j(an).
Si de plus j(K) est dense dans L, on a :
ĵ(K̂) = L
Dans ces conditions K̂ et L sont isome´triquement isomorphes et K̂ est unique
a` un isomorphisme isome´trique pre`s.

2.2. Exemples
Q muni de la valeur absolue usuelle se comple`te en R :
Le corps des nombres re´els peut eˆtre construit de plusieurs fac¸ons e´quivalentes
dont deux sont les plus importantes : la construction par les coupures de De-
dekind, imagine´e par Richard Dedekind, et la comple´tion de Q pour la valeur
absolue usuelle. Ce qui implique, entre autres et d’apre`s ce qui pre´ce`de, que R
est complet et que Q est dense dans R.
Q muni de la valeur absolue p-adique se comple`te en Qp :
On peut munir Q, comme vu pre´ce´demment, de la valeur absolue p-
adique, de´finie a` partir de la valuation p-adique ; comple´ter ce corps entraˆınera la
construction du corps des nombres p-adiques, qu’on notera Qp et qu’on utili-
sera tout au long de notre projet. Cette comple´tion a e´te´ l’origine de l’e´mergence
de toute une branche de mathe´matiques : l’analyse p-adique.
De´finitions :
∗ Anneau des entiers. Soit (K, |.|) un corps value´ et B(0, 1) la boule
unite´ ferme´e de centre 0 et de rayon 1 de´finie comme suit :
B(0, 1) = {x ∈ K : |x| ≤ 1}.
B(0, 1) est un sous-anneau de K qui contient l’unite´, il est appele´ l’anneau des
entiers de K.
∗ Qp = (Q, |.|p)̂est appele´ le corps des nombres p-adiques. Son anneau
des entiers Zp = {a ∈ Qp/|a|p ≤ 1} est l’anneau des entiers p-adiques.
The´ore`me : De´veloppement de Hensel
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(i) Tout e´le´ment a de Qp admet un de´veloppement unique sous forme de
se´rie convergente dans Qp :
a =
∑
n>j0
anp
n
ou` j0 = υp(a) et 0 6 an 6 p− 1, pour tout entier n > j0.
(ii) L’anneau des entiers p-adiques Zp est e´gal a` l’ensemble des se´ries de la
forme a =
∑
n>0
anp
n et N est dense dans Zp.
2.3. Re´sultats et conse´quences
Proposition 1 :
Soit (K, |.|) un corps value´ non archime´dien, alors K̂ muni du prolonge-
ment de |.| est aussi non archime´dien.
De´monstration :
Soit (x̂, ŷ) ∈ K̂2, alors :
x̂ = lim
n→+∞xn et ŷ = limn→+∞ yn ou` (xn)n et (yn)n ∈ K ;
D’ou` :
|x̂+ ŷ| = lim
n→+∞ |xn + yn|
Et :
lim
n→+∞ |xn + yn| ≤ limn→+∞max(|xn|, |yn|)
Or :
lim
n→+∞max(|xn|, |yn|) ≤ max( limn→+∞ |xn|, limn→+∞ |yn|)
Et on a :
max( lim
n→+∞ |xn|, limn→+∞ |yn|) = max(|x̂|, |ŷ|)
D’ou` :
|x̂+ ŷ|max(|x̂|, |ŷ|)
Proposition 2 :
Pour tout (x̂, ŷ) ∈ K̂2 tel que x̂ 6= ŷ, les intersections avec K des voisinages
ouverts assez petits de x̂ et ŷ sont contenus dans deux boules ouvertes disjointes
de K.
Conse´quences :
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(i) Un corps value´ est complet si, et seulement, toute chaˆıne de boules
emboˆıte´es dont le rayon devient arbitrairement petit a une intersection non
vide.
(ii) Le comple´te´ d’un corps value´ s’obtient en comblant ses trous de diame`tre
nul.
De´monstration :
=⇒) Soit (K, |.|) un corps value´ complet et (Bn)n∈N une suite strictement
de´croissante de boules (∀n ∈ N, Bn+1 ( Bn) et lim
n→+∞ rn = 0 ;
∀n ∈ N, Bn = BO(xn, rn).
Montrons que l’intersection de cette chaˆıne de boules est non vide.
La suite (xn)n∈N est de Cauchy (pourquoi ?) et donc convergente. Si on pose :
x = lim
n→+∞xn alors {x} =
⋂
n∈NBn.
En effet, x ∈ ⋂n∈NBn re´sulte de la de´croissance de (rn)n∈N vers 0 et du fait
que x = lim
n→+∞xn. L’unicite´ se de´duit de l’ine´galite´ d(x, y) ≤ rn pour tout n
que re´aliserait tout e´le´ment y de
⋂
n∈NBn et qui implique que x = y.
La re´ciproque est triviale.

3. Proprie´te´s topologiques des Corps value´s
3.1. Topologie ge´ne´rale (ou topologie de Hausdorff)
On a de´fini dans ce qui pre´ce`de la notion de distance induite par une valeur
absolue sur un corps ainsi que la notion de boule dans un corps topologique. On
s’inte´resse dans cette sous-partie aux proprie´te´s topologiques des corps value´s
ultra-me´triques (ou non-archime´diens) conside´re´s comme des espaces me´triques
non-archime´diens (n.a).
Dans toute la suite K est conside´re´ comme e´tant un espace me´trique muni
de la me´trique d. Si la valuation est triviale alors la topologie associe´e a` K est
discre`te.
Un tel corps topologique est un corps K dote´ d’une topologie dite de Hausdorff
qui rend l’addition, la multiplication et la division (x→ x−1, x 6= 0) continues.
Pour tout point a de K, la famille (BO(a, r))r>0 est un syste`me fonda-
mental de voisinages de a. On peut conside´rer les figures principales des espaces
me´triques, triangles, boules, sphe`res, en particulier on a les proprie´te´s suivantes :
Proposition (Principe du triangle isoce`le) :
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Pour tous x, y et z dans K, si d(x, y) 6= d(y, z), alors :
d(x, z) = max(d(x, y), d(y, z)).
Preuve :
Soit (x, y, z) ∈ K3 tel que d(x, y) 6= d(y, z), alors (par exemple) :
d(x, y) < d(y, z)
D’ou` :
max(d(x, y), d(y, z)) = d(y, z)
Or :
d(x, z) 6 max(d(x, y), d(y, z))
Il en re´sulte :
d(x, z) 6 d(y, z)
Et :
d(y, z) 6 max(d(y, x), d(x, z)) 6 d(x, z)
Car :
max(d(y, x), d(x, z)) = d(x, z)
Sinon max(d(y, x), d(x, z)) = d(y, x) entraˆıne que :
d(y, z) 6 d(y, x)
Ce qui contredit l’hypothe`se. Donc
d(x, z) = d(y, z)

Remarques :
∗ Ge´ome´triquement, dans le plan non-archime´dien, tout triangle est isoce`le
et la base en est le plus petit coˆte´.
∗ Pour tous x et y dans K, si |x| 6= |y|, alors |x+ y| = max(|x|, |y|)
Propositions :
i. Tout point d’une boule, ouverte ou ferme´e, en est un centre .
ii. Pour tous a ∈ K et r ∈]0,+∞[ ; les boules ouvertes Bo(a, r) et ferme´es
Bf (a, r) sont des ouverts et ferme´s (O.F.) a` la fois dans (K, d).
iii. Toute sphe`re est un O.F.
Preuve :
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i. Soit a ∈ K et r ∈]0,+∞[ ; alors, pour tout x ∈ Bo(a, r) on a :
∀y ∈ K : y ∈ Bo(x, r)⇒ d(x, y) < r
L’ine´galite´ ultra-me´trique nous donne :
d(a, y) 6 max(d(a, x), d(y, x))
Alors :
d(a, y) < r
Donc :
y ∈ Bo(a, r)
d’ou` :
Bo(x, r) ⊂ Bo(a, r)
Par syme´trie, on a aussi Bo(a, r) ⊂ Bo(x, r), et par suite :
Bo(a, r) = Bo(x, r)
On fait de meˆme pour avoir :
∀x ∈ Bf (a, r) : Bf (a, r) = Bf (x, r)
ii. Soit a ∈ K et r ∈]0,+∞[ alors :
Bf (a, r) est un ferme´ de (K, d), montrons que c’est un ouvert de (K, d) .
Soit x ∈ B(a, r) , alors :
Bf (a, r) = Bf (x, r)
Or Bo(x, r) ⊂ Bf (x, r) , d’ou` :
Bo(x, r) ⊂ Bf (a, r)
Par la meˆme de´marche, on montre que Bo(a, r) est un ferme´ de (K, d) .
iii. On a S(a, r) = {x ∈ K : d(x, a) = r} = Bf (a, r) ∩ (Bo(a, r))c.

Proposition :
Une famille finie de boules ouvertes (resp. ferme´es) non disjointes est une
famille de cercles, notamment son intersection et sa re´union sont des boules
ouvertes (resp. ferme´es).
Preuve :
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Soit (Bo(xk, rk))16k6n une famille de boules ouvertes telle que :⋂
16k6n
Bo(xk, rk) 6= ∅
Soit x ∈
⋂
16k6n
Bo(xk, rk), alors :
∀k ∈ {0, 1, ..., n} : Bo(xk, rk) = Bo(x, rk)
Soient r = sup
16i6n
ri et s = inf
16i6n
ri, Alors :
⋂
16k6n
Bo(xk, rk) = Bo(x, s) et
⋃
16k6n
Bo(xk, rk) = Bo(x, r)

Conse´quence :
Deux boules sont ou bien disjointes ou bien l’une contient l’autre.
Proposition :
La distance d’un point, en dehors d’une boule, aux points de cette boule
ne de´pend pas du choix de ces points.
Preuve :
Soit B(a, r) une boule et soient a1 et a2 deux points de B(a, r) et x un
e´le´ment exte´rieur a` B(a, r) , alors :
d(a, x) > r et d(a, a1) < r
D’ou` le triangle (xaa1) est isoce`le de base a1a, d’ou` :
d(a, x) = d(a1, x)
Et on a aussi :
d(a, x) = d(a2, x)
D’ou`
d(a1, x) = d(a2, x)

Proposition :
La distance des points de deux boules disjoints B1 et B2 ne de´pendent pas
du choix des points, et elle est e´gale a` : d(B1, B2).
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Preuve :
Soient x ∈ B(a, r1) et y ∈ B(b, r2), alors :
d(x, y) = d(x, b) = d(a, b)

The´ore`me :
Soit U un ouvert non vide de K, alors il existe une partition de U en
des boules de K. Plus pre´cise´ment, e´tant donne´ une suite (ri)i>1 strictement
de´croissante de re´els a` termes strictement positifs, U peut eˆtre couvert par des
boules disjointes de la forme :
B(a, rn) tel que a ∈ U et n ∈ N∗.
Preuve :
Pour chaque a ∈ U , conside´rons la boule Ba de´finie par :
Ba =
{
B(a, r1) si B(a, r1) ⊂ U
B(a, rn) si B(a, rn) ⊂ U et B(a, rn−1) * U
Et on a : pour tout (a, b) ∈ U2, si Ba ∩Bb 6= ∅, alors d’apre`s la conse´quence
pre´ce´dente (par exemple)
Ba ⊂ Bb (1)
D’ou` si Ba = B(a, rn) et Bb = B(b, rm), on a (d’apre`s i. de la deuxie`me propo-
sition : ” Tout point d’une boule, ouverte ou ferme´e, en est un centre”) :
B(a, rm) = B(b, rm)
Mais le rayon de Ba est le plus grand parmi les (ri)i>1 , d’ou` :
B(a, rm) ⊂ B(a, rn)
Ou encore B(b, rm) ⊂ B(a, rn) c’est a` dire que :
Bb ⊂ Ba (2)
Donc d’apre`s (1) et (2) :
Ba = Bb
Il s’ensuit que la collection (Ba)a∈U est disjointe.

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3.2. V-topologie
Nous avons vu que les valeurs absolues ainsi que les valuations (ge´ne´rales)
induisent canoniquement sur leur corps une topologie pour laquelle toutes les
ope´rations de corps sont continues, avec la proprie´te´ supple´mentaire suivante :
∀x, y ∈ K et soit V ∈ ϑ(0) on a xy ∈ V ⇒ ∃W ∈ ϑ(0) : x ∈W ou y ∈W
C-a`-d si le produit de deux e´le´ments est un voisinage de 0 force´ment au moins
l’un de ces deux e´le´ments est voisin de 0.
De telles topologies de corps sont appele´es V-topologies. Dans cette sous-partie,
nous allons e´tudier cette topologie et on va monter que, inversement, toute
V-topologie sur un corps K doit eˆtre induite par une valeur absolue ou une
valuation de K.
Un corps topologique dote´ d’une topologie de Hausdorff qui rend l’addition,
la multiplication et la division (x → x−1, x 6= 0) continues. Compte tenu de la
continuite´ de l’addition, une telle topologie peut eˆtre spe´cifie´e simplement en
donnant un syste`me fondamental T de voisinage de 0 ∈ K. En fait, a` partir de
T on obtient, via la translation x→ a+ x, un syste`me de voisinages de chaque
e´le´ment a ∈ K. Par conse´quent, pour un corps K, nous nous re´fe´rerons a` un
syste`me fondamental T de voisinages de 0 ∈ K comme topologie sur K, et a` la
paire (K,T ) comme un corps topologique.
Rappelons que pour deux sous-ensembles R et S de K nous utilisons les nota-
tions :
R± S = { x± y | x ∈ R, y ∈ S }
RS = { xy | x ∈ R, y ∈ S }
R−1 = { x−1 | x ∈ R } si 0 /∈ R
De´finition (V-Topologie) :
Une topologie (non-discre`te) T sur un corps K est dite V-topologie si elle
ve´rifie les axiomes suivantes :
V T1 -
⋂
U∈T
U = {0} ; {0} /∈ T
V T2 - ∀ U, V ∈ T ∃W ∈ T : W ⊆ U ∩ V
V T3 - ∀U ∈ T ∃V ∈ T : V − V ⊆ U
V T4 - ∀U ∈ T ∃x; y ∈ K ∃V ∈ T : (x+ V )(y + V ) ⊆ xy + U
V T5 - ∀U ∈ T ∃x, y ∈ K∗ ∃V ∈ T : (x+ V )−1 ⊆ x−1 + U
V T6 - ∀U ∈ T ∃V ∈ T ∀x, y ∈ K : xy ∈ V ⇒ x ∈ U ou y ∈ U
Exemples :
Un exemple typique d’une V-topologie est la topologie donne´e par une
valeur absolue |.|. Les boules ouvertes {x ∈ K; |x| < r}, avec r > 0 sont les
e´le´ments de T .
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Un autre exemple de V-topologie est la topologie ge´ne´re´e par une valua-
tion, prenons les voisinages U(0) a` la place de W ∈ T , on remarque que cette
topologie satisfait aux axiomes pre´ce´dentes. Inversement, on a le the´ore`me sui-
vant duˆ a` Kowaslky et Durbaum.
The´ore`me :
Soit K un corps et T une topologie sur K. Alors T est une V-topologie si
et seulement s’il existe une valeur absolue archime´dienne ou une valuation sur
K dont la topologie induite co¨ıncide avec T .
4. Structures de´finies sur des corps value´s
4.1. Espaces norme´s sur un corps value´
On suppose, pour ce qui suit, que le lecteur est familier avec les de´finitions
d’une norme, distance associe´e a` une norme...
On renvoie e´galement a` la partie 1.2.3. (Extensions de corps) des pre´liminaires
ou` on a mentionne´ la structure d’espace vectoriel lie´ a` un corps.
De´finitions :
∗ On appelle espace norme´ sur un corps value´ non discret K un espace
vectoriel E sur le corps K, muni de la structure de´finie par la donne´e d’une
norme sur E.
∗ On appelle espace normable sur K un espace vectoriel sur K, muni
d’une topologie qui peut eˆtre de´finie par une norme.
Exemple : Sur un corps value´ non discret (K, |.|), conside´re´ comme espace
vectoriel par rapport a` lui-meˆme, la valeur absolue |.| est une norme.
The´ore`me :
SoitK un corps value´ complet. Toutes les normes sur unK-espace vectoriel
E de dimension finie sont e´quivalentes.
i.e. si ‖.‖ et ‖.‖1 sont deux normes sur E, alors il existe α et β > 0 tels que :
α‖x‖1 ≤ ‖x‖ ≤ β‖x‖1, ∀x ∈ E.
De´monstration :
Soit (ei)1≤i≤m une base du K-espace vectoriel E de dimension finie = m.
On pose pour x =
∑m
i=1 λiei ∈ E :
‖x‖∞ = max
1≤i≤m
|λi|.
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‖.‖∞ de´finit une norme sur E.
On va montrer que toute norme ‖.‖ : E −→ R+ est e´quivalente a` ‖.‖∞.
(E, ‖.‖∞) est d’abord isome´triquement isomorphe a` (Km, |.|∞) ou`
|(λi)1≤i≤m|∞ = max 1 ≤ i ≤ m|λi|
Puisque K est complet, (Km, |.|∞) est complet et donc (E, ‖.‖∞) est complet.
On a :
‖x‖ = ‖∑mi=1 λiei‖ ≤∑mi=1 |λi|‖ei‖ ≤ max1≤i≤m |λi|∑mi=1 ‖ei‖ = β‖x‖∞
ou` β =
∑m
i=1 ‖ei‖ > 0
Pour l’existence de α, on proce`de par re´currence sur la dimension m de
E.
∗ Pour dimE = 1, on a E = Ke1 et tout x ∈ E est de la forme x = λe1,
avec ‖x‖ = |λ|‖e1‖ = ‖x‖∞‖e1‖. Ainsi, ‖.‖∞ et ‖.‖ sont e´quivalentes.
∗ On suppose que sur tout espace vectoriel de dimension strictement infe´rieure
a` m, toutes les normes sont e´quivalentes (H.R).
∗ On pose pour 1 ≤ j ≤ m, Ej =
⊕
i6=j
K.ei ; alors :
Ej est un sous-espace vectoriel de E de dimension m− 1.
Par hypothe`se de re´currence, toutes les normes sur Ej sont e´quivalentes. En par-
ticulier, les restrictions de ‖.‖∞ et ‖.‖ a` Ej sont e´quivalentes. Puisque (Ej , ‖.‖∞)
est complet, l’espace norme´ (Ej , ‖.‖) est e´galement complet. Ainsi, (Ej , ‖.‖) est
ferme´ dans E. Il vient que ej + Ej est une partie ferme´e de (E, ‖.‖).
Posons αj = inf
y∈ej+Ej
‖y‖. Puisque 0 /∈ ej +Ej et ej +Ej ferme´e dans E, on a :
αj > 0. On pose α = min
1≤j≤m
αj > 0
Soit x =
∑m
i=1 λiei ∈ E ; pour 1 ≤ j ≤ m fixe´, on a :
x = λjej +
∑
i 6=j
λiei
- Si λj = 0, alors :
α|λj | = 0 ≤ ‖x‖
- Si λj 6= 0, alors :
λ−1j x = ej +
∑
i6=j
λ−1j λiei ∈ ej + Ej et α ≤ αj ≤ ‖ej +
∑
i 6=j
λ−1j λiei‖ = ‖λ−1j x‖
D’ou` :
α|λj | ≤ ‖x‖
Donc :
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∀1 ≤ j ≤ m, α|λj | ≤ ‖x‖
Ce qui implique que :
α‖x‖∞ ≤ ‖x‖
On a e´galement :
‖x‖ ≤ β‖x‖∞
D’ou` les deux normes sont e´quivalentes, ce qui cloˆt la de´monstration par re´currence.

Corollaire :
Soit K un corps value´ complet. Si E est un extension finie de K, il existe
au plus une valeur absolue sur E qui prolonge celle de K.
Esquisse de de´monstration :
E est un sur-corps de K tel que [E : K] = dimK E < +∞. On conside`re
une valeur absolue quelconque qui prolonge celle de K, c’est une norme sur le
K-espace vectoriel de dimension finie E. En conside´rant une norme quelconque
‖.‖ sur E, il vient que notre valeur absolue applique´ a` un e´le´ment x de E est
e´gale a` lim
n→+∞ ‖x
n‖ 1n . D’ou` son unicite´ si elle existe.

4.2. Alge`bres norme´es sur un corps value´
De´finitions :
∗ E´tant donne´ une alge`bre A sur un corps value´ commutatif non discret
K, on dit qu’une norme ‖.‖ sur A est compatible avec la structure d’alge`bre
de A si elle ve´rifie la relation : ‖xy‖ ≤ ‖x‖.‖y‖ pour tous x et y dans A. Une
alge`bre sur K, munie de la structure de´finie par une norme compatible avec sa
structure d’alge`bre, est appele´ alge`bre norme´e.
∗ Lorsqu’une alge`bre A est munie d’une topologie pouvant eˆtre de´finie par
une norme, et pour laquelle (x, y) 7−→ xy est continue, on dit que l’alge`bre
topologique A est normable.
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Deuxie`me partie :
Corps value´s locaux
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Introduction : En the´orie des nombres et en mathe´matiques en ge´ne´ral, la
localisation est une technique importante, qui permet de simplifier de nombreux
proble`mes. Pour reprendre une expression de Neukirch, ”la localisation c’est
la division”, et on divise pour mieux re´gner. Il y a derrie`re cette notion en fait
beaucoup plus que c¸a, mais c’est l’ide´e primaire. Nous allons, dans cette partie,
essayer de pre´senter l’ide´e de localisation des corps value´s qui a e´te´ a` l’origine
de ce qu’on appelle corps value´s locaux.
Tous les anneaux conside´re´s dans cette partie - sauf mention expresse du contraire
- sont suppose´s eˆtre commutatifs et posse´der un e´le´ment unite´. Tous les homo-
morphismes d’anneaux sont suppose´s transformer l’e´le´ment unite´ en l’e´le´ment
unite´.
Tout sous-anneau d’un anneau A est suppose´ contenir l’e´le´ment unite´ de
A. Si A est un anneau local, son ide´al maximal sera note´ m(A), son corps re´siduel
A/m(A) sera note´ κ(A) ou simplement κ, et le groupe multiplicatif des e´le´ments
inversibles de A sera note´ U(A) ; on a donc U(A) = A \m(A).
1. Anneau de valuation et de valuation discre`te
1.1. Valeur absolue et valuation, quelle relation ?
Nous avons de´ja` de´fini dans la partie pre´ce´dente la notion de ”valeur
absolue” ainsi que celle de ”valuation”, on rappelle qu’une valuation est une
application d’un anneau commutatif unitaire non nul (A,+, .) vers un groupe
abe´lien totalement ordonne´ (G,+, <) union l’infini υ : A→ G∪{+∞} ve´rifiant
les trois axiomes suivants :
• ∀x ∈ A : υ(x) = +∞ si et seulement si x = 0.
• ∀a, b ∈ A : υ(a.b) = υ(a) + υ(b)
• ∀a, b ∈ A : υ(a+ b) > inf(υ(a); υ(b)) pour tout (a, b) ∈ K2
Remarque :
1. On utilise les conventions classiques a <∞ et a+∞ =∞, ∀a ∈ G.
2. Certains auteurs se restreignent aux valuations sur un corps commutatif.
(C’est le cas inte´ressant en effet).
3. Que A soit un corps ou non, υ est un morphisme de mono¨ıdes de (A∗, .)
dans (G,+).
4. Lorsque A est un corps, υ est donc un morphisme de groupes de (A∗, .)
dans (G,+), si bien que υ(A∗) est un sous-groupe de G.
5. Lorsque A est un corps, on demande parfois a` υ d’eˆtre surjective, mais
on peut toujours se ramener a` cette situation en remplac¸ant G par υ(A∗).
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6. Deux valuations υ et υ’ sur A sont dites e´quivalentes s’il existe un iso-
morphisme de demi-groupes (un ensemble muni d’une loi de composition interne
associative) ordonne´s : λ : υ(A∗)→ υ′(A∗) tel que υ′ = λ ◦ υ.
Valuation triviale : Sur un corps A une valuation υ est dite triviale si
elle est de´finie par : {
υ(x) = 0 si x ∈ A∗
υ(0) = +∞ si x = 0
Valuation discre`te : Lorsque G = Z muni de l’addition, v est dite valua-
tion de Dedekind ou valuation discre`te. Deux valuations discre`tes υ et υ’ sur A
sont e´quivalentes si et seulement si elles sont proportionnelles, c’est-a`-dire s’il
existe un rationnel k non nul tel que
∀x ∈ A∗, υ′(x) = kυ(x).
On note V (K) l’ensemble des valuations de K et V alu(K) l’ensemble des valeurs
absolues ultrame´triques de K.
Soit α ∈ R∗+ avec α < 1. Alors l’ensemble V (K) des valuations de K est
en correspondance biunivoque avec l’ensemble V alu(K). En effet :
1 - A` toute valeur absolue ultrame´trique on associe une valuation telle que
υ(x) =
{ −log(|x|) pour tout x ∈ K∗
+∞ pour x = 0
2 - A` toute valuation υ sur K on associe la valeur absolue ultrame´trique
de´finie par :
|.|υ : K → R∗+
x 7→ αυ(x)
Quant aux valeurs absolues non ultra-me´triques, on sait (Ostrowski) qu’elles
sont de la forme : |.| = |f(x)|c∞, avec 0 < c 6 1 et |.|∞ est la valeur absolue
(module) sur C, ou` f : K 7→ C est un isomorphisme de K sur un sous-corps du
corps des nombres complexes.
The´ore`me :
Soit α ∈]0, 1[. Alors la correspondance suivante :
α : V (K)→ V alu(K)
υ 7→ |.|υ
est une bijection.
En effet, puisque pour tout 0 < α < 1 l’application t 7−→ αt est un isomorphisme
du groupe ordonne´ R sur le groupe ordonne´ R∗+.
Remarque : D’apre`s cette petite partie pre´liminaire a` propos de la relation
entre les valuations et les valeurs absolues, on conclut qu’il est e´quivalent de
raisonner en termes de valeur absolue ultra-me´trique ou en termes de valuation.
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1.2. Anneaux de valuation
1.2.1. Cas ge´ne´ral :
The´ore`me :
Soit K un corps, et V un sous-anneau de K. Les conditions suivantes sont
e´quivalentes :
a) V est un e´le´ment maximal de l’ensemble des sous-anneaux locaux de K,
cet ensemble e´tant ordonne´ par la relation ” B domine A ” entre A et B.
b) Il existe un corps alge´briquement clos L, et un homomorphisme h de V
dans L qui est maximal dans l’ensemble des homomorphismes de sous-
anneaux de K dans L, ordonne´ par la relation ” g est un prolongement
de f ” entre f et g.
c) Si x ∈ K \ V , alors x−1 ∈ V .
d) Le corps des fractions de V est K, et l’ensemble des ide´aux principaux
de V est totalement ordonne´ par la relation d’inclusion.
e) Le corps des fractions de V est K, et l’ensemble des ide´aux de V est
totalement ordonne´ par la relation d’inclusion.
De´finitions :
Anneau de valuation pour un corps K : On dit que V est un anneau
de valuation pour le corps K si les conditions e´quivalentes a), b), c), d), e) sont
satisfaites.
Anneau de valuation : On dit qu’un anneau est un anneau de valuation
s’il est inte`gre et si c’est un anneau de valuation pour son corps des fractions.
Exemples d’anneaux de valuation :
∗ Tout corps est un anneau de valuation.
∗ Pour p un nombre premier, l’anneau local Z(p) le sous-ensemble du corps
Q des rationnels forme´ des fractions
r
s
, ou` s n’est pas divisible par p est un
anneau de valuation.
1.2.2. Cas des corps value´s non-archime´diens :
Soient (K, |.|) un corps value´ non-archime´dien.
On a de´fini dans la partie pre´ce´dente la boule ouverte de centre a et de
rayon r par :
Bo(a, r) = {x ∈ K : |a− x| < r}.
et la boule ferme´e de centre a et de rayon r par :
Bf (a, r) = {x ∈ K : |a− x| 6 r}
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On a vu e´galement que la boule ouverte Bo(a, r) est un ferme´ de (K, |.|)
et la boule ferme´e Bf (a, r) est un ouvert de (K, |.|). Par conse´quent, les boules
Bo(0, 1) et Bf (0, 1) sont les boules unite´s ouverte et ferme´e respectivement.
Proposition :
i − La boule Bf (0, 1) est un sous anneau de K qui contient 1K .
ii − La boule Bo(0, 1) est l’ensemble des e´le´ments non inversibles de Bf (0, 1)
et est son unique ide´al maximal.
iii− Le quotient Bf (0, 1)/Bo(0, 1) est un corps.
De´monstration :
i- On a : 0K ∈ Bf (0, 1) , d’ou` B(0, 1) 6= ∅, et pour tout (x, y) ∈ (Bf (0, 1))2
|xy| 6 1 et |x− y| 6 max(|x|, |y|) 6 1
d’ou` :
xy ∈ Bf (0, 1) et x− y ∈ Bf (0, 1)
Et il est bien e´vident que 1K ∈ Bf (0, 1) .
Donc :
Bf (0, 1) est un sous anneau de K.
ii- Il est e´vident que Bo(0, 1) est un sous anneau de K.
Et pour tout x ∈ Bf (0, 1) et y ∈ Bo(0, 1) on a :
|xy| = |x|.|y| < 1
Donc xy ∈ Bo(0, 1) , et par suite Bo(0, 1) est un ide´al de Bf (0, 1) .
Montrons que Bo(0, 1) est l’ensemble des e´le´ments non inversibles de Bf (0, 1) :
Soit x ∈ Bo(0, 1) ; supposons que x est inversible dans Bf (0, 1) alors :
∃y ∈ Bf (0, 1) tel que xy = 1 et y 6= 0
Alors :
|x|.|y| = 1
Ou encore :
|x| = 1|y|
Or |y| 6 1 d’ou` :
|x| > 1
Ce qui est en contradiction avec le fait que
x ∈ Bo(0, 1) (|x| < 1)
Inversement, soit x ∈ Bf (0, 1) : |x| = 1 et (∃y ∈ K) : xy = 1, alors :
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|y| = |x|.|y| = |x.y| = |1| = 1.
Donc y ∈ Bf (0, 1) et x est inversible dans Bf (0, 1).
Le disque unite´Bf (0, 1)\Bo(0, 1) deBf (0, 1) e´tant e´gal a` l’ensemble des e´le´ments
inversibles de Bf (0, 1) donc Bo(0, 1) est un ide´al maximal de Bf (0, 1) ; et il est
bien e´vident que c’est l’unique ayant cette proprie´te´. On le notera P (|.|) ou tout
simplement P .
iii- La de´monstration repose sur le the´ore`me -qu’on admet- suivant :
”Soit A un anneau commutatif unitaire et I un ide´al de A tel que I 6= A. On a
les e´quivalences suivantes :
I est un ide´al premier de A⇔ A/I est un anneau inte`gre.
I est un ide´al maximal de A⇔ A/I est un anneau corps.”

De´finition (Anneau de valuation de la valeur absolue) :
Soit (K, |.|) un corps value´ non-archime´dien. Bf (0, 1) s’appelle l’anneau
d’inte´grite´ de (K, |.|) ou l’anneau de valuation de la valeur absolue |.| ; on le note
i(|.|) ou i(K) ou O.
Le corps O/P s’appelle le corps re´siduel de |.| on le note κ ou K.
De´finition (Anneau de valuation d’une valuation) :
Soit K un corps commutatif muni d’une valuation υ . Les e´le´ments de K
de valuation positive ou nulle constituent un sous-anneau O appele´ l’anneau de
valuation associe´ a` la valuation υ sur K :
O = {x ∈ K; υ(x) > 0}.
le corps des fractions de O est K.
On a υ(1/x) = −υ(x) pour tout e´le´ment non nul x de K, et donc x est
un e´le´ment inversible de O si et seulement si υ(x) 6= 0. Par conse´quent, O est
un anneau local dont l’unique ide´al maximal m(O) est constitue´ des e´le´ments
de valuation strictement positifs :
m(O) = {x ∈; υ(x) > 0}.
Caracte´risations des anneaux de valuation :
Il existe diverses caracte´risations des anneaux de valuation (on les e´nonce
sans de´monstrations) :
SoientO un anneau inte`gre etK son corps des fractions. Les conditions suivantes
sont e´quivalentes :
1. O est un anneau de valuation (pour une certaine valuation sur K) ;
2. Pour tout e´le´ment x de K qui n’appartient pas a` O, l’inverse de x ap-
partient a` O ;
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3. Sur l’ensemble des ide´aux principaux de O, l’ordre de´fini par l’inclusion
est total ;
4. Sur l’ensemble des ide´aux de O, l’ordre de´fini par l’inclusion est total.
Remarque : Deux valuations υ et υ’ sur K sont e´quivalentes si et seulement
si elles ont le meˆme anneau de valuation.
1.3. Anneaux de valuation discre`te
1.3.1. De´finition et exemple
De´finition (Anneaux de valuation discre`te) :
Premie`re de´finition : Un anneau de valuation discre`te est un anneau de
valuation dont la valuation est discre`te mais non triviale.
Autrement dit, A est un anneau commutatif unitaire inte`gre, et il existe
sur son corps des fractions K une valuation υ, a` valeurs entie`res mais non toutes
nulles, telle que :
A = {x ∈ K | v(x) > 0}
Par conse´quent (comme tout anneau d’une valuation non triviale) A est un
anneau local mais pas un corps, et son unique ide´al maximal M est non nul, et
constitue´ des e´le´ments de valuation strictement positive :
M = {x ∈ K | v(x) > 0}
De plus (comme la valuation est a` valeurs entie`res) tout ide´al est engendre´
par n’importe lequel de ses e´le´ments de valuation minimum, si bien que A est
principal. En particulier, un ge´ne´rateur de M est appele´ uniformisante ou pa-
rame`tre local de l’anneau.
La re´ciproque est claire : tout anneau local et principal qui n’est pas un
corps est un anneau de valuation discre`te. On pose υ(a) e´gal a` l’entier naturel
n tel que aA = Mn. On obtient donc une de´finition e´quivalente :
Seconde de´finition : On appelle un anneauA anneau de valuation discre`te
si c’est un anneau principal, et s’il posse`de un et un seul ide´al premier non nul
m(A). [On rappelle qu’un ide´al p d’un anneau commutatif A est dit premier si l’anneau
quotient A/p est inte`gre.]
Exemple d’anneau de valuation discre`te :
Soit p un nombre premier, et soit Z(p) le sous-ensemble du corps Q des
rationnels forme´ des fractions
r
s
, ou` s n’est pas divisible par p ; c’est un anneau
de valuation discre`te de corps re´siduel le corps Fp a` p e´le´ments. Si υp de´signe la
valuation associe´e, υp(x) n’est autre que l’exposant de p dans la de´composition
de x en facteurs premiers.
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1.3.2. Caracte´risations des anneaux de valuation discre`te
Proposition 1 :
Soit A un anneau commutatif. Pour que A soit un anneau de valuation
discre`te, il faut et il suffit que ce soit un anneau local noethe´rien, et que son
ide´al maximal soit engendre´ par un e´le´ment non nilpotent.
Proposition 2 :
Soit A un anneau inte`gre noethe´rien. Pour que A soit un anneau de va-
luation discre`te, il faut et il suffit qu’il ve´rifie les deux conditions suivantes :
i − A est inte´gralement clos.
ii− A posse`de un ide´al premier non nul et un seul.
2. Corps value´s locaux
2.1. Compacite´ des corps value´s
En conside´rant un corps value´ comme e´tant un espace me´trique qui est un
corps topologique (muni d’une topologie pour laquelle toutes les ope´rations de
corps sont continues), on peut parler de la notion de compacite´ de corps value´s.
De´finition (Corps value´ compact) :
Soit K un corps value´ se´pare´. On dit que K est compact si de tout recou-
vrement ouvert de K, on peut extraire un sous-recouvrement fini.
Autrement dit, pour toute famille d’ouverts (Ui)i∈I de K telle que :
K =
⋃
i∈I
Ui
Il existe un sous-ensemble fini J de I tel que :
K =
⋃
j∈J
Uj
Avec (Ui) est une re´union de boules ouvertes de´finies a` partir de la distance qui
provient de la valeur absolue (ou de la valuation).
2.2. Compacite´ locale des corps value´s
2.2.1. De´finitions et exemples
De´finition (Corps value´ localement compact) :
Soit K un corps value´ se´pare´. On dit que K est localement compact si
tout point de K admet un voisinage compact.
De´finition (Corps value´ local) :
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Un corps value´ (K, |.|) est dit local s’il est localement compact pour une
topologie non discre`te.
Si la topologie provient d’une valeur absolue archime´dienne, le corps K
est dit corps value´ local archime´dien.
Si la topologie provient d’une valeur absolue non-archime´dienne, le corps
K est dit corps value´ local non-archime´dien.
Notons que pour une valuation discre`te on peut donner la de´finition sui-
vante :
Soit (K, |.|) un corps value´ complet par rapport a` la valeur absolue |.|
induite par une valuation discre`te υ. On dit que K est un corps local si son
corps re´siduel κ(K) est fini.
Exemples :
∗ Pour tout nombre premier p le corps des nombres p-adiques Qp est loca-
lement compact, donc un corps value´ local.
En effet, la de´monstration repose sur le fait que Zp soit compact , et que
les boules de Qp soient isomorphes a` Zp donc compactes. Remarquons pour com-
mencer que l’image de Q∗p par la valeur absolue p-adique est pZ qui est un sous-
groupe discret de R∗+. En conse´quence toute boule ferme´e de rayon strictement
positif est ouverte et toute boule ouverte de rayon strictement positif est ferme´e
(on a de´ja` montrer ce re´sultat d’une autre fac¸on dans la partie pre´ce´dente) :
l’espace topologique Qp est totalement discontinu (c’est la de´finition meˆme, tout
point posse`de une base de voisinages a` la fois ouverts et ferme´s).
A` cause de l’ine´galite´ ultrame´trique : |x+y|p 6 max{|x|p, |y|p}, les boules de Qp
centre´es en 0 sont des sous-groupes additifs. La multiplicativite´ |xy|p = |x|p|y|p
nous dit que toute boule de rayon infe´rieur ou e´gal a` 1 centre´e en 0 est stable
par multiplication.
Examinons en particulier la boule unite´ ferme´e de Qp :
Zp = {x ∈ Qp, |x|p 6 1}
C’est l’anneau des entiers p-adiques, forme´ des sommes∑
i>1
aip
i ai ∈ {0, ..., p− 1} ;
en particulier Zp est l’adhe´rence de Z dans Qp. La boule unite´ ouverte est l’ide´al
maximal pZp de Zp, soit l’ensemble des sommes
∑
i>1
aip
i, ai ∈ {0, ..., p−1}. Enfin
les boules ferme´es
piZp = {x ∈ Qp|υp(x) > i}, i ∈ Z
forment un syste`me fondamental de voisinages de 0.
Nous allons montrer que la boule unite´ Zp est compacte. Il en re´sultera que
l’espace topologique Qp est localement compact.
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Pour montrer la compacite´ de Zp : puisque c’est un espace me´trique, il suf-
fit de remarquer qu’il est se´quentiellement compact (un espace se´quentiellement
compact est un espace topologique dans lequel toute suite posse`de au moins
une sous-suite convergente), comme produit de´nombrable d’espaces qui le sont :
Zp ' ({0, 1, . . . , p− 1})N, d’apre`s la repre´sentation en se´rie.
La compacite´ locale de Qp de´coule donc du fait que ∀x ∈ Qp, x + Zp est
voisinage compact de x.
∗ Si K est un corps fini, le corps K((X)) des se´ries formelles de Laurent a`
coefficients dans K est un corps local.
Avec :
Une se´rie formelle en X sur le corps K est une expression :∑
n>1
anX
n = a0 + a1X = a2X
2 + ...
Soit K[[X]] l’anneau des se´ries formelles sur K. Le corps des fractions de
K[[X]] est appele´ corps des se´ries de Laurent sur K et note´ K((X)). L’anneau
des entiers de K((X)) est K[[X]] et son corps re´siduel est K, qui est fini par
hypothe`se.
∗ Le corps des nombres re´els R muni de la valeur absolue usuelle est un
corps value´ local.
∗ L’ensemble des rationnels Q, pour sa topologie de sous-espace de R,
n’est pas localement compact. En effet, comme Q est de´nombrable, alors R
est se´parable et de´nombrable a` l’infini. Soit x ∈ Q. Si x posse`de un voisinage
compact K dans Q, alors K est un voisinage compact de x dans R, donc il existe
r > 0 tel que [x − r, x + r] ⊂ K ⊂ Q, ce qui est impossible. Par conse´quent, Q
n’est pas localement compact.
∗ Tout espace compact est localement compact, car il est un voisinage
compact de chacun de ses points. Donc tout corps value´ compact est un corps
local.
Remarque :
∗ Soit (K, υ) un corps muni d’une valuation discre`te, pour que K soit local,
il faut et il suffit qu’il soit complet et que son corps re´siduel κ(K) soit un corps
fini.
∗ On a vu dans le de´but de cette partie qu’il y a une relation biunivoque
entre l’ensemble des valuations et l’ensemble des valeurs absolues ultrame´triques
et cette relation repose sur le choix d’un nombre α < 1 quelconque, on ajoute
que lorsque le corps K ve´rifie les conditions de la dernie`re de´finition (correspond
a` une valuation discre`te), il y a une fac¸on canonique de choisir le nombre α : on
prend a = q−1, ou` q est le nombre d’e´le´ments du corps re´siduel κ(K). La valeur
absolue correspondante est dite normalise´e. La proposition suivante en donne
une caracte´risation ” analytique ” :
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Proposition :
Soit K un corps ve´rifiant les conditions de les conditions de la dernie`re
de´finition (muni d’une valuation discre`te), et soit µ une mesure de Haar du
groupe additif localement compact K. Pour toute partie mesurable E de K, et
pour tout x ∈ K, on a alors :
µ(xE) = |x|µ(E)
ou` |x| de´signe la valeur absolue normalise´e de x.
Si on prend E = A ( l’anneau de valuation de υ (discret)), on voit que
E est re´union de (A : xA) classes modulo xE, d’ou` µ(E) = (A : xA).µ(xE), et
|x| = 1/(A : xA). Comme (A : xA) est e´gal a` q−υ(x), on trouve bien :
q−υ(x) = |x|
avec (A : xA) est Le cardinal de l’ensemble des classes a` gauche (modulo xA)
qu’on appelle l’indice du sous-groupe xA par rapport a` A ; il est e´gal au cardinal
de l’ensemble des classes a` droite.

Quelques rappels :
∗ Mesure : Une application µ : F → [0; +∞] est appele´e mesure positive,
ou simplement mesure, sur (Ω;F) si elle ve´rifie les deux proprie´te´s suivantes :
1. µ(∅) = 0.
1. σ-additivite´ : Pour toute suite {An;n > 1} d’e´le´ments de F deux-a`-deux
disjoints :
µ
( ⋃
n>1
An
)
=
∑
n>1
µ(An)
∗ Mesure de Haar : Soit G un groupe localement compact. On appelle
mesure de Haar a` gauche (resp. a` droite) sur G une mesure positive non nulle
sur G, invariante a` gauche (resp. a` droite).
λ(gB) = λ(B).
L’existence d’une mesure de Haar est assure´e dans tout groupe localement
compact. Elle est finie sur les parties compactes de G.
2.2.2. Fonction module sur un corps local
De´finitions :
Soient G un groupe localement compact (un groupe dont l’espace sous-
jacent est localement compact), ϕ un automorphisme de G, µ une mesure de
Haar a` gauche sur G. Il est clair que ϕ−1(µ) est encore une mesure de Haar a`
gauche sur G. Il existe donc un nombre a > 0 et un seul tel que ϕ−1(µ) = aµ. Ce
nombre est inde´pendant du choix de µ. Remarquons que, si l’on partait d’une
mesure de Haar a` droite, par exemple ∆−1G .µ , on aboutirait au meˆme scalaire a :
car, comme ϕ−1 laisse ∆G invariant, on a ϕ−1(∆−1G .µ) = ∆
−1
G .ϕ
−1(µ) = a∆−1G .µ.
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Module d’un automorphisme : Le nombre a > 0 tel que ϕ−1(µ) = aµ
s’appelle le module de l’automorphisme ϕ et se note modGϕ ou simplement
modϕ.
Fonction module : Soit K un corps localement compact (non ne´cessairement
commutatif). On de´finit la fonction mod (ou modK) sur K comme suit : on a
modK(0) = 0 et pour x 6= 0 dans K, le nombre modK(x) est le module de
l’automorphisme y 7→ xy du groupe additif de K.
Proposition 1 :
Si K est un corps local,la fonction modK appartient a` ϑ(K). En outre :
i- Si s > 0 est tel que (modK)
s = g soit une valeur absolue, alors g de´finit
la topologie de K.
i- Si K est non discret et si modK est une valeur absolue ultrame´trique, il
existe une valuation discre`te norme´e v sur K, dont l’anneau est compact
et le corps re´siduel fini a` q e´le´ments, de sorte que modK = q
−υ. La
topologie de K est de´finie par υ.
Proposition 2 :
Soient K, K ′ deux corps locaux (non ne´cessairement commutatifs) tels
que K soit un sous-corps topologique de K ′ et que K soit non discret. Alors :
i− K ′ est un espace vectoriel a` gauche (resp. a` droite) de dimension finie
sur K.
ii− Si K est contenu dans le centre de K ′, on a, pour tout x ∈ K ′
modK′(x) = modK′/K(K(x)).
The´ore`me :
Soit K un corps value´ complet non discret. Un espace vectoriel topologique
se´pare´ E sur K qui admet un voisinage de 0 pre´compact V est de dimension
finie. Si E n’est pas re´duit a` 0, K et E sont alors localement compacts.
De´monstration :
Pour de´montrer la premie`re assertion, on peut se limiter au cas ou` E
est complet, car E est un sous-espace partout dense de son comple´te´ Ê et
l’adhe´rence V de V dans Ê est compacte et est un voisinage de 0 dans Ê.
On peut donc supposer qu’il y a dans E un voisinage compact V de 0.
Soit a ∈ K tel que 0 < |a| < 1 ; il y a donc des points ai ∈ V en nombre fini tels
que
V ⊂ ⋃ i(ai + αV )
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Soit M le sous-espace (de dimension finie) de E engendre´ par les ai ; il est ferme´
dans E ; dans l’espace vectoriel topologique se´pare´ E/M , l’image canonique
de V est un voisinage compact W de 0 tel que W ⊂ aW ; ceci s’e´crit encore
a−1W ⊂ W , d’ou` par re´currence sur n, a α−nW ⊂ W pour tout entier positif
n. Comme W est absorbant, on en de´duit que W = E/M ; autrement dit E/M
est compact. Pour prouver la premie`re assertion, il suffit donc de de´montrer le
lemme suivant :
Lemme : Tout espace vectoriel topologique compact E sur un corps value´
non discret est re´duit a` 0.
En effet, comme E est complet, on peut supposer qu’il en est de meˆme
pour K. Si E n’e´tait pas re´duit a` 0, il contiendrait une droite, ferme´e dans E,
donc compacte,et isomorphe a` Ks, et par suite K serait compact ; mais cela est
absurde, car l’application ξ 7→ |ξ| de K dans R est continue, donc serait borne´e,
alors qu’il existe des y ∈ K tels que |y| > 1, donc tels que |yn| = |y|n soit
arbitrairement grand.
Revenant au the´ore`me, on voit que si E admet un voisinage de 0 pre´compact
et n’est pas re´duit a` 0, E est de dimension finie sur K, donc isomorphe a` un
espace Kn avec n > 0 ; comme K est complet, il en est de meˆme pour E, qui
est donc localement compact. Puisque Ks est isomorphe a` une droite de E ,
ne´cessairement ferme´e dans E , K est localement compact.

Remarque : La conclusion du the´ore`me ne subsiste plus lorsque K est un
corps discret, comme le montre l’exemple de R (muni de la topologie usuelle)
conside´re´ comme espace vectoriel topologique sur le corps Q discret.
Corollaire 1 :
Tout corps localement compact dont le centre est non discret est de rang
fini sur son centre.
En effet, le centre Z d’un corps localement compact K est ferme´ dans K,
donc localement compact.
Corollaire 2 :
Soient K ′ un corps localement compact et K un sous-corps ferme´ de K ′
(non ne´cessairement commutatifs). Si K ′ est un espace vectoriel a` gauche (resp.
a` droite) de dimension finie n sur K, on a
modK′(x) = (modK(x))
n pour tout x ∈ R.
En effet, de fac¸on ge´ne´rale, on sait que dans un espace vectoriel (a` gauche
ou a` droite) de dimension finie n sur K, l’homothe´tie de rapport x ∈ K a un
module e´gal a` (modK(x))
n ; il suffit d’appliquer cela a` K ′.

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2.2.3. Quelques proprie´te´s topologiques des corps value´s locaux
Remarque : Il est clair que tout espace compact est localement compact, mais
la re´ciproque n’est pas vraie ; par exemple, tout espace discret est localement
compact, mais pas compact s’il est infini.
Proposition 1 :
Soit K un corps local, alors l’ensemble des voisinages ferme´s d’un point
quelconque de K est un syste`me fondamental de voisinages de ce point.
En outre, un espace se´pare´ qui ve´rifie cette proprie´te´ est dit espace re´gulier.
De´monstration :
Tout point x d’un corps local (localement compact) K posse`de un voisi-
nage compact V .
∗ Comme K est se´pare´, V est ferme´ :
Dans le corps K qui est un espace topologique se´pare´, tout ensemble compact
est ferme´. En effet, si V est une partie compacte de l’espace se´pare´ K et x un
point de V c, il re´sulte alors de la proposition vue en S5 :
”Soient X un espace se´pare´, A et B deux parties compactes de X sans point
commun. Alors il existe un voisinage V de A et un voisinage W de B qui ne se
rencontrent pas.”
qu’il y a un voisinage de x ne rencontrant pas V , puisque {x} est ferme´ (car
dans un espace se´pare´, tout ensemble fini est ferme´. 8 Donc V c est ouvert, d’ou`
V est un ferme´.
∗ V est un sous-espace re´gulier :
Tout espace compact est re´gulier. (On admet ce re´sultat car la de´monstration
repose sur des notion avancer qui de´passe le niveau du licence).
∗ K est re´gulier :
Si, dans un espace topologique K, tout point posse`de un voisinage ferme´ qui
est un sous-espace re´gulier de K, K est re´gulier. En effet, K est se´pare´ ; d’autre
part, soit x un point quelconque de K et soit V un voisinage ferme´ de x dans
K, qui est un sous-espace re´gulier de K. Pour tout voisinage U de x dans K tel
que U ⊆ V , U est un voisinage de x dans V , donc il existe par hypothe`se un
voisinage W de x dans V , ferme´ dans V et contenu dans U . Mais W est aussi
un voisinage de x dans K puisque V est un voisinage de x dans K, et W est
ferme´ dans K puisque V est ferme´ dans K.

Proposition 2 :
8. Il suffit de remarquer que tout ensemble re´duit a` un point est ferme´ en vertu de l’axiome
Hausdorff : L’intersection des voisinages ferme´s d’un point quelconque de X est l’ensemble
re´duit a` ce point.
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Dans un corps local K, tout ensemble compact X admet un syste`me fon-
damental de voisinages compacts.
Preuve :
En effet, l’intersection d’un voisinage ferme´ de x et d’un voisinage compact
de x est un voisinage compact de x, Car dans un espace compact, tout ensemble
ferme´ est compact, Il suffit d’appliquer l’axiome ” Toute famille d’ensembles
ferme´s dans X, dont l’intersection est vide, contient une sous-famille finie, dont
l’intersection est vide”,en remarquant que si A est ferme´ dans un espace X, tout
ensemble ferme´ dans A est ferme´ dans X.

Proposition 3 :
Tout corps local est un espace de Baire, c’est a` dire que le the´ore`me
de Baire s’y applique : toute intersection de´nombrable d’ouverts denses est
dense ou, autrement dit, toute union de´nombrable de ferme´s d’inte´rieur vide est
d’inte´rieur vide.
De´monstration :
Dans ce qui suit, int(A) de´signe l’inte´rieur d’une partie A de K.
Soit K un corps localement compact. Nous utiliserons que dans K, tout ou-
vert non vide contient un compact d’inte´rieur non vide. En effet, tout ouvert
contenant un point x contient un voisinage compact de x, puisque x posse`de un
syste`me fondamental de voisinages compacts.
Soient (Un)n∈N une suite d’ouverts denses dans K et V un ouvert non vide
quelconque ; nous voulons montrer que l’intersection des Un rencontre V .
Puisque U0 est dense, il rencontre V . L’ouvert U0∩V e´tant non vide, il contient
un compact K0 d’inte´rieur non vide. Une fois K0 choisi, U1 ∩ int(K0) est un
ouvert non vide, donc contient un compact K1 d’inte´rieur non vide. En ite´rant
cette construction, on obtient une suite de´croissante de compacts non vides Kn
tels que K0 ⊂ V et ∀n ∈ N, Kn ⊂ Un.
L’intersection de ces compacts est donc incluse dans V ∩⋂n∈N Un, or cette in-
tersection des Kn est non vide d’apre`s la proprie´te´ de Borel-Lebesgue. En effet,
les Kn sont des ferme´s du compact K0 et toute intersection d’un nombre fini
d’entre eux est non vide (puisqu’ils forment une suite de´croissante de parties
non vides). Finalement, V ∩⋂n∈N Un 6= ∅, ce qui prouve le re´sultat.

Remarque : On peut donner une preuve express que Q est non localement
compact car Q n’est pas de Baire.
2.3. Corps value´s locaux archime´diens
Deuxie`me the´ore`me d’Ostrowski :
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Soit K un corps local complet pour une valeur absolue archime´dienne |.|,
donc K est isomorphe a` R ou C munis de leurs valeurs absolues archime´diennes
usuelles.
De´monstration :
On admet que si K est un corps value´ archime´dien donc la caracte´ristique
de K est nulle.
On a donc K est de caracte´ristique e´gale a` 0, donc Q ⊂ K, et la restriction
de |.| a` Q est e´videmment non triviale et en plus elle est ultra-me´trique. Donc,
selon le premier the´ore`me d’Ostrowski, on peut remplacer |.| par |.|∞ sur Q. Et
puisque K est complet, on a ne´cessairement R ⊂ K.
Si on montre que tout e´le´ment de K est solution d’une e´quation du second degre´
sur R, on peut conclure que K = R ou C, et sachant que la seule extension
archime´dienne de la valeur absolue de R est le module de C - qui repre´sente la
valeur absolue usuelle de C -. Soit α ∈ K, on conside`re la fonction f : C → R
de´finie par :
f(z) = |α2 − (z + z)α+ zz|
On a f est continue et elle tend vers +∞ lorsque |z|∞ tend vers +∞, donc f
admet un minimum global m. L’objet est de montrer que m = 0, auquel cas α
est le ze´ro d’une e´quation quadratique sur R.
Posons S = {z ∈ C | f(z) = m}, on voit que S est ferme´ puisque f est continue,
et il est borne´ car f(z) → ∞ lorsque |z|∞ → ∞. Puisque S est compact et |.|
est continu sur C, on peut choisir un e´le´ment z0 ∈ S tel que |z0|∞ ≥ |z|∞ pour
tout z ∈ S.
Supposons que m > 0, choisissons  tel que 0 <  < m, conside´rons le polynoˆme
de´fini sur R par :
g(x) = x2 − (z0 + z0)x+ z0z0 +  ;
et supposons que z1, z1 ∈ C sont les racines de g(x). Alors z1z1 = z0z0 + , et
ainsi |z1|∞ > |z0|∞. Par le choix de z0, nous devons avoir f(z1) > m.
Pour tout entier positif n, conside´rons le polynoˆme Gn(x) = (g(x)− )n− (−)n
de sorte que Gn(z1) = 0 puisque g(x) est un facteur de Gn(x). Soit z1 =
ω1, ω2, ..., ω2n sont les ze´ros de Gn(x) en C. Puisque cet ensemble de ze´ros est
le meˆme que l’ensemble de ses conjugue´s, nous avons
Gn(x) =
2n∏
i=1
(x− ωi) =
2n∏
i=1
(x− ωi) et Gn(x)2 =
2n∏
i=1
(x2 − (ωi + ωi)x+ ωωi).
En substituant α dans le polynoˆme Gn(x)
2 et en appliquant la valeur absolue
|∆|, on obtient
|Gn(x)|2 =
2n∏
i=1
f(ωi) > f(z1)m2n−1
On a aussi par la de´finition de Gn et l’ine´galite´ triangulaire
|Gn(x)|2 6 (f(z0)n + n)2 = (mn + n)2
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On a |g(α)− |∞ = f(z0), donc, f(z1)m2n−1 6 (mn + n)2, d’ou` :
f(z1)
m
6
(
1 +
( 
m
)n)2
Puisque  < m, et n est un entier positif arbitraire, faisons n → +∞ donne
f(z1) 6 m, contredisant f(z1) > m. Ainsi m = 0.

Remarque : Il est clair qu’on a pas utilise´ le fait que le corps K soit local, on
en conclut que tout corps value´ archime´dien est isomorphe a` R ou C.
2.4. Corps value´s locaux non-archime´diens
On note O la boule ouverte B(0, 1), c’est l’anneau de valuation pour la valeur
absolue.
Proposition 1 :
Si (K, |.|) un corps value´ non-archime´dien local, alors :
i− K est complet.
ii− Le corps re´siduel de K est fini.
iii− La valuation de K est discre`te.
De´monstration :
i - Soit C un voisinage compact de 0. Soit pi ∈ K∗ tel que : |pi| < 1.
Alors ∃n ∈ N suffisamment grand tel que pin.O ∈ C car sinon :
∃(xn)n ⊆ O telle que ∀n ∈ N, pin.xn /∈ C
ce qui est en contradiction avec le fait que lim
n→+∞ pi
n.xn = 0.
Or pin.O est un ferme´ de C, donc pin.O est compact. D’ou` O est compact, il est
donc complet.
Donc, si (xn)n est une suite de Cauchy dans K, alors il existe N ∈ N tel que
(xn − xN )n>N est de Cauchy dans O, elle est donc convergente dans O, et par
suite (xn)n est convergente dans K.
ii - Si R = {aλ ∈ O : λ ∈ Λ} ; alors pour tout λ ∈ Λ,
Oλ = a ∈ O : |a− aλ| < 1
est un ouvert de O et on a : O =
⋃
λ∈Λ
oλ, d’ou`, O e´tant compact,
il existe λ1, λ2, ..., λn, tel que O =
n⋃
i=1
oλi donc R = {aλ1 , aλ2 , ..., aλn} . Donc
le corps re´siduel O/P est fini.
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iii - Soit pi l’e´le´ment de R ve´rifiant : |pi| = max|x| : x ∈ Ret|x| < 1.
montrons que P = pi.O
Soit x ∈ pi.O, alors il existe y ∈ O : x = pi.y et par suite :
|x| = |pi.y| = |pi|.|y| 6 |pi| < 1
Donc x ∈ P .
Inversement, soit x ∈ P alors : il existe a ∈ R tel que a− x ∈ P d’ou` a ∈ P et
par suite |a| 6 |pi| et donc |x| 6 |pi| ; car si non on aura :
|a| = max(|a− x|, |x|) = |x| > |pi| ce qui est absurde.
pi
x
∈ O et x = x.pi
x
c’est a` dire que x ∈ pi.O. Donc P = pi.O ; c’est a` dire que P
principal ; donc, d’apre`s la proposition :
” Si (K, |.|) est un corps value´ non archime´dien alors K est discret si, et
seulement si, P est un ide´al principal.”
la valuation de K est discre`te.

Proposition 2 :
Soit (K, |.|) un corps value´ non archime´dien ve´rifiant les trois proprie´te´s
suivantes :
i - Le corps K est complet.
ii - Le corps re´siduel de K est fini.
iii - La valuation de K est discre`te.
Alors K est local.
De´monstration : Montrons que O est compact ; soit (Vλ)λ ∈ Λ un recouvre-
ment de O par des ouverts K, montrons qu’on peut en extraire un recouvrement
fini : par l’absurde, supposons que ce n’est pas le cas.
Comme O =
⋂
a∈R
(a + pi.O) ou` R est fini et pi est l’e´le´ment de´fini dans 3.5 (le
corps re´siduel est fini et la valuation est discre`te). D’ou` il existe au moins a0 ∈ R
tel que a0 + pi.O ne peut eˆtre recouvert par un nombre fini de Vλ.
Ensuite de la meˆme fac¸on il existe a1 ∈ R tel que a0 + a1.pi+ pi2.O ne peut eˆtre
recouvert par un nombre fini de Vλ.
Et ainsi de suite il existe une suite (an)n d’e´le´ments de R telle que pour tout
n ∈ N∑ i = 0n−1aipii +pinO n’est pas recouvert par un nombre fini de Vλ. Soit
l’e´le´ment de O de´fini par : a =
∑
i = 0∞api
i
i ; alors ∃λ0 ∈ Λ : a ∈ Vλ0 .
Comme Vλ0 est ouvert, alors ∃N ∈ N : a+piN .O ⊆ Vλ0 . Ce qui est une contradic-
tion parce que nous avons construit a de sorte qu’aucun des ensembles a+pin.O,
n ∈ N, n’est couvert par une famille finie de Vλ0 .
Donc, pour tout x ∈ K, le sous-ensemble C = x + O est un compact de K,car
c’est limage directe par l’application continue y 7→ x+ y du compact O, de plus
C est un voisinage de x car il contient le voisinage ouvert x + pi.O de x. Donc
K est localement compact.

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Corollaire :
Soit (K, |.|) un corps value´ non archime´dien K est local si, et seulement
si, les trois proprie´te´s suivantes sont satisfaites :
i - Le corps K est complet.
ii - Le corps re´siduel de K est fini.
iii - La valuation de K est discre`te.
Remarque :
1 - On peut maintenant donner une de´monstration au premier exemple
des corps value´s locaux : le corps des nombre p-adiques Qp :
• On a vu dans la partie pre´ce´dente que Qp est le comple´te´ de Q, donc il
est e´vident que Qp est complet.
• Le corps re´siduel de Qp est Fp = Z/pZ et il est de plus fini.
En effet, ce re´sultat provient de la proposition suivante :
”L’application naturelle de Z/pnZ dans Zp/pnZp est un isomorphisme.”
Donc il est fini de cardinal p.
• La valuation p-adique est une valuation discre`te υp(Q∗p) = υp(Q∗) = Z.
2 - Soit (K, |.|) un corps local, alors deux cas de figure se pre´sentent, selon
la caracte´ristique de K et sa caracte´ristique re´siduelle :
i - Si la caracte´ristique de K est diffe´rente de sa caracte´ristique re´siduelle,
le corps K est ne´cessairement de caracte´ristique nulle, et il est isomorphe a` une
extension finie du corps des nombres p-adiques, ou` p de´signe la caracte´ristique
re´siduelle de K ; (qui est un nombre premier, le corps re´siduel e´tant fini).
ii - En cas de caracte´ristiques e´gales, le corps K est isomorphe au corps
des se´ries formelles de Laurent a` coefficients dans son corps re´siduel.
3. Extensions de corps locaux
3.1. De´finitions et exemples
De´finitions :
Soit Qp une cloˆture alge´brique de Qp. On de´finit Cp comme e´tant le
comple´te´ de Qp. i.e. Cp = Q̂p.
On rappelle qu’un corps local est un corps complet pour une valuation
discre`te. En particulier, si K est un corps local muni de la valuation v, alors il
existe a ∈ Z tel que v(K∗) = aZ. On appelle uniformisante de K un e´le´ment
pi de K tel que v(pi) = a.
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Exemples :
∗ Qp muni de vp est un corps local et p en est une uniformisante.
∗ Si K est un corps, alors K((T )), corps des se´ries de Laurent a` coefficient
dans K, muni de la valuation υT , est un corps local, et T en est une uniformi-
sante.
Proposition :
L’ide´al maximal mK de l’anneau OK de K est principal, et un e´le´ment de
K en est un ge´ne´rateur si et seulement si c’est une uniformisante.
3.2. E´criture et corps re´siduel
Nous allons voir que les e´le´ments de corps locaux posse`dent tous une e´criture
particulie`re, sous forme de se´rie, a` partir de leur corps re´siduel.
The´ore`me de repre´sentation :
Soit K un corps local, pi une uniformisante de K et soit R un syste`me
de repre´sentants de K contenant 0. Alors tout x ∈ K∗ s’e´crit de fac¸on unique
comme une somme :
x =
∑
n>0
snpi
n sn ∈ R, sn 6= 0, n = v(x).
En particulier, n > 0 ssi x ∈ O .
De´monstration :
Prenons x ∈ O∗. On sait qu’il existe un unique s0 ∈ R non nul tel que
x = s0 + pix1
avec x1 ∈ O. En ite´rant cette proce´dure pour x1, on obtient par re´currence
x = s0 + s1pi + ...+ sk−1pik−1 + xkpik
avec s0, ..., sk−1 ∈ R et x ∈ O. On peut e´crire alors x = rk + xkpik ou` rk est la
somme partielle
k−1∑
i=0
sipi
i. Or, comme |pi| < 1, il est clair que |xkpik| 6 |pi|k → 0
et alors la suite (rk) converge vers x lorsque k tend vers l’infini. Et en notant
que la somme commence en n = 0 = v(x), on a le re´sultat pour x ∈ O∗.
Maintenant, si x ∈ K, il suffit de noter qu’il existe un unique n = v(x) ∈ Z
tel que v(pi−nx) = 0, donc pi−nx ∈ O∗. Par ce qu’on vient de montrer, on voit
imme´diatement qu’on obtient une se´rie pour x commenc¸ant a` l’indice k = n.

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3.3. Ramification et inertie
En the´orie alge´brique des nombres, on parle de ramification d’un ide´al pre-
mier, lorsque le prolongement de cet ide´al a` un sur-corps admet au moins un
facteur premier ayant une multiplicite´ plus grande que 1. Plus pre´cise´ment, si
L/K est une extension finie de corps de nombres et P un ide´al premier de OK
(l’anneau des entiers de K) alors l’ide´al POL de OL se de´compose sous la forme :
POL = P
e(1)
1 ...P
e(k)
k
Nous allons maintenant voir que la the´orie de la ramification pour les
corps locaux (de corps re´siduel de caracte´ristique non nulle) se trouve bien plus
simple que celle des corps de nombres. Dans toute cette partie, sauf mention
du contraire, F de´signe un corps complet pour une valuation discre`te, dont le
corps re´siduel kF est de caracte´ristique p,(i.e. un corps local).
3.3.1. Extensions de valuations
Apre`s avoir vu l’e´quivalence des normes en dimension finie, nous allons
en de´duire qu’il n’y a qu’une seule manie`re de prolonger une valuation sur un
corps complet a` une extension finie de celui-ci.
De´finition :
Soit L une extension finie d’un corps K, et x ∈ L. Alors on de´finit la norme
de x de L sur K, NL/K(x) comme e´tant le de´terminant de l’endomorphisme
y 7→ xy du K-espace vectoriel L. Si P = Xd + ...+ a0 est le polynoˆme minimal
unitaire de x sur K, alors NL/K(x) = ((−1)da0)
[L : K]
d .
The´ore`me :
Soit K un corps complet pour une valuation υ, et soit L une extension
finie de K. Alors il existe une unique manie`re de prolonger υ en une valuation
de L. De plus, si x ∈ L, alors :
υ(x) =
1
[L : K]
υ(NL/K(x)).
De´monstration :
Conside´rons d’abord l’unicite´ : L peut eˆtre vu comme un K-espace vec-
toriel de dimension finie [L : K]. Si υ1 et υ2 sont deux valuations sur L pro-
longeant υ sur K, alors par l’e´quivalence des normes en dimension finie et la
caracte´risation de cette e´quivalence en terme de valuations : il existe s ∈ R∗+
tel que υ2(x) = sυ1(x). En prenant x ∈ K, on obtient s = 1, ce qu’on voulait
de´montrer.
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Maintenant, pour l’existence, montrons que la formule donne´e de´finit bien
une valuation sur L. La seule chose non imme´diate a` ve´rifier est l’ine´galite´ ultra-
triangulaire : υ(α+β) > inf(υ(α), υ(β)). En soustrayant υ(α) ou υ(β) de chaque
coˆte´ de l’e´galite´ (et en supposant α, β 6= 0, sans c¸a, il n’y a rien a` montrer), on
est ramene´ a` υ(1 + x) > inf(0, υ(x)) et υ(1 +
1
x
) > inf(0, υ(
1
x
)) Ceci revient
alors a` montrer que si υ(x) > 0, alors υ(1 + x) > 0 (en effet, montrer cette
implication couvre bien le second cas de υ(1 + x) > inf(0, υ(x)), qui se rame`ne
bien l’ine´galite´ ultra-triangulaire).
Soit x ∈ L, supposons que υ(NL/K(x)) > 0 et montrons que υ(NL/K(1 +
x)) > 0. Soit f(X) = Xd + ...+ a0 le polynoˆme minimal de x sur K. On a alors
(par multiplicativite´ des degre´s) d|[L : K] et NL/K(x) = ((−1)da0)
[L : K]
d .
Ainsi, υ(NL/K(x)) > 0 implique a0 ∈ OK et l’irre´ductibilite´ de f implique
alors f a` coefficients dans OK , d’apre`s le corollaire 1.2.14. De plus, le polynoˆme
minimal de 1+x est f(X−1) et doncNL/K(1+x) = ((−1)df(−1))
[L : K]
d ∈ OK ,
ce qui conclut.

3.3.2. De´finitions
Lemme : Soient K un corps value´ complet et L une extension finie de K,
alors kL est une extension alge´brique de kK de degre´ 6 [L : K].
Indice d’inertie de l’extension : Si K est une extension finie de F , on
a vu que kK est une extension finie de kF . Le degre´ de kK sur kF est l’indice
d’inertie de l’extension K/F , et sera note´ f = f(K/F ).
Indice de ramification d’une extension : Si x ∈ K, on a υ(x) =
1
[L : K]
υ(NL/K(x)), donc υ(K
∗) ⊂ 1
[K : F ]
υ(F ∗) et υ(F ∗) est un sous groupe
d’indice fini e = e(K/F ) de υ(K∗) (en tant que sous-groupes, discrets, de R). e
est appele´ l’indice de ramification de l’extension K/F .
Divers type de ramification : On dit que l’extension K/F est non ra-
mifie´e si e(K/F ) = 1, et si kK/kF est se´parable. Elle est totalement ramifie´e
si e(K/F ) = [K : F ]. Elle est mode´re´ment ramifie´e si e(K/F ) est premier a`
la caracte´ristique du corps re´siduel et si kK/kF est se´parable, et sauvagement
ramifie´e dans le cas contraire.
Lemme : Si L/K etK/F sont deux extensions finies, alors e(L/F ) = e(L/K)e(K/F )
et f(L/F ) = f(L/K)f(K/F ).
En effet, pour la seconde e´galite´, c’est simplement la multiplicativite´ des
degre´s. Pour la premie`re, la multiplicativite´ des degre´s, la proprie´te´ :
”e(K/F )f(K/F ) = [K : F ]”
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et la seconde e´galite´ permettent de conclure.
3.4. Quelques structures des extensions
3.4.1. Extensions totalement ramifie´es
De´finition (Polynoˆme d’Eisenstein) :
Si K est un corps local, on appelle polynoˆme d’Eisenstein de degre´ d ∈ N
un polynoˆme P (X) = Xd + ad−1Xd−1 + ... + a0 ∈ K[X] tel que a0 soit une
uniformisante de K et a1, ..., ad−1 ∈ mK .
Remarque : Un polynoˆme d’Eisenstein est irre´ductible (c’est une forme du
crite`re d’Eisenstein).
Lemme : Soit K un corps complet pour une valuation discre`te, et P un
polynoˆme d’Eisenstein de degre´ d. Soit L = K[X]/P et x l’image de X dans L.
alors :
(i) Si υ(K∗) = uZ avec u > 0, alors υ(x) =
u
d
et L/K est totalement
ramifie´e.
(ii) x est une uniformisante de L.
(ii) Si y =
d−1∑
i=0
aix
i , avec les ai dans K, alors υ(y) = infi(υ(ai) + i
u
d
)
De´monstration :
Pour le (i), on a la formule υ(x) =
1
[L : K]
υ(NL/K(x)) et P e´tant d’Ei-
senstein, a0 est une uniformisante, donc υ(NK/F (x)) =
(
[L : K]
u
)
u = u. Le (i)
donne alors le (ii), comme on connait υ(L∗). Pour le (iii), cela vient directement
du fait que chaque terme a une valuation diffe´rente. Pour voir le fait qu’elles
soient diffe´rentes, il suffit de constater que υ(ai) + i
u
d
= u(υi +
i
d
) avec υi ∈ Z,
d’apre`s la de´finition de u, et tout les υi+
i
d
ont une partie fractionnaire distincte
(comme i 6 d).

3.4.2. Extensions non ramifie´es
The´ore`me :
Soit k une extension finie se´parable de kF , alors il existe une extension
non ramifie´e F (k) de F dont le corps re´siduel est k.
Si L est une extension finie de F , et si kL/kF est une extension se´parable, alors
F (kL) ⊂ L, l’extension L/F (kL) est totalement ramifie´e, et F (kL) est l’unique
extension non ramifie´e de F ayant ces deux proprie´te´s.
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3.4.3. Extensions galoisiennes
Galois -et beaucoup de chercheurs apre`s lui- a cre´e´ un outil essentiel pour
l’analyse des extensions L d’un corps K, il correspond aux automorphismes de
L laissant le corps K invariant. L’ensemble de ces automorphismes, munis de
la loi interne de composition des applications, forme un groupe. Cet outil est
particulie`rement efficace dans le cas des extensions finies, par exemple sur le
corps des rationnels dans le cas d’un corps de de´composition. Un e´le´ment de
ce groupe restreint a` un ensemble de racines d’un polynoˆme correspond a` une
permutation de cet ensemble de racines. Dans le cas des extensions finies, il
correspond a` un groupe fini appele´ groupe de Galois.
Pour que cet outil soit pleinement pertinent, il faut en fait que les po-
lynoˆmes minimaux de l’extension n’aient pas de racines multiples. Ce qui est tou-
jours le cas pour des extensions sur les corps des rationnels ou plus ge´ne´ralement
sur un corps de caracte´ristique nulle. Dans ce cadre, il est par exemple possible
de montrer qu’il existe un e´le´ment a dit primitif tel que l’extension soit une
extension simple e´gale a` K(a). Il faut de plus que l’extension contienne suf-
fisamment de racines. Il faut en fait que le cardinal du groupe soit e´gal a` la
dimension de l’extension. Si ces deux hypothe`ses sont ve´rifie´es, on parle alors
d’extension de Galois.
Le groupe de Galois permet de comprendre finement la structure de l’ex-
tension. Par exemple, il existe une bijection entre ses sous-groupes et les sous-
corps de l’extension. Il est utilise´ pour la de´termination des polygones construc-
tibles a` la re`gle et au compas ou pour le the´ore`me d’Abel sur la re´solution
d’e´quations polynoˆmiales par radicaux.
De´finitions :
Soient K un corps, L une extension alge´brique de K, et Ω la cloˆture
alge´brique de K. L est identifie´ a` un sous-corps de Ω, ce qui, dans le cas ou`
l’extension est finie, ne nuit en rien a` la ge´ne´ralite´.
Extension normale : L’extension est dite normale si tout morphisme de
L dans Ω laissant K invariant est un automorphisme de L.
Remarque : Un morphisme de corps est toujours injectif. Le morphisme
est aussi un morphisme d’espaces vectoriels car L dispose d’une structure d’es-
pace vectoriel sur K. Donc, si L est une extension finie, alors il suffit que le
morphisme ait une image incluse dans L pour qu’un argument de dimension
prouve la surjectivite´.
Extension galoisienne : L’extension est dite de Galois ou galoisienne
si elle est normale et se´parable.
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Remarque : L’extension L de K est dite se´parable si le polynoˆme minimal
sur K de tout e´le´ment de L n’a aucune racine multiple dans Ω. Si K est un corps
parfait (par exemple s’il est de caracte´ristique 0 ou si c’est un corps fini), alors
L est toujours se´parable sur K.
Groupe de Galois : L’ensemble des automorphismes de L qui laissent
K invariant, muni de la loi de composition des applications, forme un groupe
appele´ le groupe de Galois de l’extension et est souvent note´ Gal(L/K).
Exemples :
∗ Le corps des nombres complexes est une extension de Galois du corps des
nombres re´els. C’est une extension simple (c’est-a`-dire engendre´e par le corps
des nombres re´els et un seul e´le´ment supple´mentaire) dont le groupe de Galois
est le groupe cyclique d’ordre 2.
De´monstration : Le corps des nombres complexes est une extension de di-
mension deux sur le corps des nombres re´els. C’est donc une extension simple
engendre´e par l’imaginaire pur i. Comme le corps des nombres complexes est
alge´briquement clos, tout morphisme de ce corps vers une extension quelconque
laissant les nombres re´els invariants est un automorphisme. Soit σ un auto-
morphisme diffe´rent de l’identite´. Un automorphisme permute les racines d’un
polynoˆme a` coefficients dans le corps de base. Donc σ(i) est une racine du po-
lynoˆme X2 + 1 au meˆme titre que i. Et σ(i) est diffe´rent de i car sinon σ serait
l’identite´ sur une base des nombres complexes : (1, i) et serait donc e´gal a` l’iden-
tite´. Le polynoˆme pre´ce´dent n’admet que deux racines car il est de degre´ deux.
On ve´rifie que les deux racines sont i et −i. L’image de la base (1, i) par σ
est donc (1,−i). Cela signifie que σ est l’application conjugue´e. Il est simple de
ve´rifier que σ est effectivement un automorphisme d’ordre deux. Le groupe de
Galois est donc bien un groupe a` deux e´le´ments isomorphe au groupe cyclique
d’ordre deux.

∗ L’extension simple engendre´e par la racine cubique de deux sur le corps
des rationnels n’est pas une extension de Galois. En effet, ce corps ne contient
pas toutes les racines, il existe donc un morphisme de L dont l’image n’est pas
L.
De´monstration : Il est aise´ de ve´rifier que L posse`de pour base la famille
des trois e´le´ments un, la racine cubique de deux et la racine cubique de quatre.
La de´monstration est donne´e par la proposition :
”Si L est une extension de K et l un e´le´ment de L alge´brique sur K, le
K-espace vectoriel K(l) a pour base (1, l, l2, ..., ln−1), ou` n de´signe le degre´ du
polynoˆme minimal de l.”
applique´e au polynoˆme P (X) = X3 − 2. Or si l’on note r = j. 3√2, ou` j est une
racine cubique complexe de l’unite´, r est aussi une racine du polynoˆme. On peut
garantit l’existence d’un morphisme de L dans l’extension de r sur les nombres
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rationnels. L’extension L n’est donc pas normale, ce n’est pas une extension
galoisienne.

4. Corps locaux non commutatifs
4.1. De´finitions
Le centre d’un corps : Soit (K,+, .) , Le centre de (K,+, .) est le sous-
ensemble de K forme´ par tous les e´le´ments x de K tels que x.r = r.x pour tout
r de K. Le centre de K est un sous-corps commutatif de K .
Le centre d’une alge`bre : Le centre d’une alge`bre E est constitue´ de tous
les e´le´ments x de E tels que x.a = a.x pour tout a de E.
Alge`bre de quaternions sur un corps : On appelle alge`bre de quaternions
sur le corps K toute alge`bre (unitaire et associative) A de dimension 4 sur K
qui est simple (c’est-a`-dire que A et {0} sont les seuls ide´aux bilate`res) et dont
le centre est K.
Corps de quaternions : On appelle corps de quaternions sur K toute alge`bre
de quaternions sur K dont l’anneau sous-jacent est un corps.
Exemple : Le seul corps de quaternions sur R (a` isomorphisme pre`s) est le
corps H des quaternions de Hamilton.
4.2. Structures des corps locaux non commutatifs
Il est possible d’e´largir la de´finition e´quivalente ci-dessus d’un corps local
non archime´dien en autorisant les corps non commutatifs. Les notions d’an-
neau d’entiers, de corps re´siduel et de caracte´ristique re´siduelle s’e´tendent sans
difficulte´ a` ce cadre.
Le centre d’un corps local non commutatif est un corps local.
Un corps local non commutatif est localement compact si et seulement si
son centre l’est, et si et seulement s’il a un corps re´siduel fini. Dans ce cas, il est
de dimension finie sur son centre.
Inversement, les corps non commutatifs localement compacts non discrets
sont classe´s comme suit :
∗ Si leur valeur absolue est archime´dienne, ils sont isomorphes au corps des
quaternions de Hamilton ;
∗ Sinon, ce sont des alge`bres cycliques sur leur centre, parame´tre´es par un
e´le´ment de Q/Z.
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Troisie`me partie :
Applications des corps value´s
locaux a` la the´orie des nombres
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Introduction. Il est toujours bien, dans l’abstraction et l’ide´alite´ des maths,
de donner des applications et des exemples concrets d’utilisation de notions
mathe´matiques avance´es, parce que, quoique cette abstraction soit suffisante en
elle-meˆme pour le cercle des adeptes de mathe´matiques, les non mathe´maticiens
ne partagent ge´ne´ralement pas cet avis. On pre´sente donc, dans cette dernie`re
partie, quelques applications -mathe´matiques- des corps value´s locaux, et sur-
tout du corps local Qp, qui est la grande nouveaute´ des corps value´s.
Les corps value´s locaux ont plusieurs applications en cryptographie, et parti-
culie`rement dans l’analyse des registres a` de´calage a` re´troaction line´aire. On les
retrouve e´galement dans plusieurs preuves de the´ore`mes et lemmes en the´orie
des nombres, mais e´galement dans les autres secteurs des mathe´matiques, on
citera en l’occurrence le the´ore`me de Monsky en ge´ome´trie carre´ triangles, qui
affirme qu’il est impossible de partitionner un carre´ en un nombre impair de tri-
angles de meˆme aire, et dont la de´monstration utilise le corps Qp et surtout la
valuation 2-adique. Des applications de cette notion sont e´galement retrouve´es
en physique, et notamment dans la fameuse the´orie des cordes.
Dans cette partie, nous allons parler de polynoˆmes de Newton, qui est une
the´orie assez avance´e dans l’e´tude des corps value´s locaux, et qui convient en
continuite´ avec la partie pre´ce´dente, pour en de´duire un crite`re d’irre´ductibilite´
purement ’arithme´tique’ des polynoˆmes dans Q[X] et Z[X]. On discutera ensuite
des applications des p-adiques aux e´quations diophantiennes et a` la the´orie des
nombres e´le´mentaires. On essaiera d’aller du plus complique´ vers le plus simple,
terminant ainsi notre projet par les nombres p-adiques explique´s a` un lyce´en.
1. Crite`re d’Eisenstein et polygones de Newton
La the´orie des polygones de Newton est un outil tre`s puissant pour l’e´tude des
polynoˆmes, qui nous permettra, en l’occurrence, de donner une ge´ne´ralisation du
crite`re d’Eisenstein. Un polygone de Newton est, informellement, un polygone
du plan euclidien que l’on peut associer a` un polynoˆme, lorsque les coefficients
de ce dernier sont des e´le´ments d’un corps value´. Il est particulie`rement utile
lorsqu’il s’agit d’un corps local non archime´dien, i.e. un corps des nombres p-
adiques ou un corps de se´ries de Laurent sur un corps fini.
Pour ce qui suit, on conside`re K un corps value´ muni de la valuation v et on
fixe K une cloˆture alge´brique de K.
1.1. Construction d’un polygone de Newton
Soit P (X) ∈ K[X] un polynoˆme. On peut supposer, sans perte de ge´ne´ralite´,
que P (0) = 1 et e´crire P (X) sous la forme :
P (X) = 1 + a1X + ... + anX
n ou` a1, ..., an ∈ K et an 6= 0. On conside`re l’en-
semble S des points du plan de´finis par :
A0 = (0, 0) et Ai = (i, v(ai)) pour 1 ≤ i ≤ n, en ignorant les indices i pour
lesquels ai = 0. Le polygone de Newton de P est alors la frontie`re infe´rieure
de l’enveloppe convexe de cet ensemble de points. Rappelons que l’enveloppe
convexe d’un ensemble est l’ensemble convexe le plus petit parmi ceux qui le
contiennent.
Une construction plus explicite consiste a` conside´rer l’axe des ordonne´es, et
le faire tourner autour de l’origine A0 dans le sens inverse des aiguilles d’une
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montre, jusqu’a` ce qu’il rencontre l’un des points Ai1 de S ; on obtient alors le
premier segment [Ai0 , Ai1 ] du polygone de Newton. Si l’on continue a` faire tour-
ner l’axe, autour du point Ai1 cette fois, il finit par rencontrer un point Ai2 , et
on obtient ainsi le second segment [Ai1 , Ai2 ]. En re´pe´tant cette ope´ration autant
de fois que possible, on finit par obtenir le polygone de Newton.
1.2. Quelques re´sultats dans les corps locaux non archime´diens
Dans ce qui suit, (K, v) est un corps local non archime´dien (Qp ou Fq((X))).
1.2.1. De´finition (Polynoˆme pur) :
On dit qu’un polynoˆme P est pur de pente m si son polygone de Newton
est un unique segment dont la pente est m. Dans ce cas, on a ne´cessairement
m =
v(an)
n
.
1.2.2. The´ore`me (Factorisation d’un polynoˆme) :
Le polynoˆme P admet une factorisation de la forme :
P (X) = Q1(X)...Qr(X)
Ou` chaque Qi est un polynoˆme de K[X] de degre´ ls et de pente ms.
Conse´quence : Si P est irre´ductible dans K[X], alors il est pur de pente
v(an)
n
.
1.3. Cas de Qp : Crite`re de Dumas et crite`re d’Eisenstein
On conside`re maintenant K comme e´tant un corps de nombres p-adiques
Qp, v co¨ıncide donc avec la valuation p-adique vp.
En utilisant ce qui pre´ce`de et le the´ore`me donnant la localisation des racines
dans ce cas, on retrouve un crite`re d’irre´ductibilite´, dit crite`re de Dumas :
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Crite`re de Dumas : Si le polynoˆme P est pur, et vp(an) est premier avec n,
alors P est irre´ductible dans Qp[X].
Ce crite`re peut eˆtre de´montre´ par contrapose´e. La re´ciproque est fausse
(P (X) = 1 +X +X2). Ce qui nous inte´resse est le the´ore`me suivant, qui est un
cas particulier du crite`re de Dumas, appele´ crite`re d’Eisenstein.
Crite`re d’Eisenstein : Si P (X) = a0 + ...+an−1Xn−1 +Xn ve´rifie v(ai) ≥ 1
pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1 et v(a0) = 1, alors P est irre´ductible.
On voit toujours que cet e´nonce´ utilise toujours les valuations et n’est
probablement pas accessible aux lyce´ens ou a` ceux qui ne sont pas familiers
avec le corps Qp, mais le crite`re peut eˆtre e´nonce´ de la fac¸on suivante, qui est
sa forme la plus connue d’ailleurs :
Crite`re d’Eisenstein :
On conside`re un polynoˆme a` coefficients entiers qu’on e´crit comme suit :
P (X) = a0 + ...+ an−1Xn−1 + anXn
Si on suppose qu’il existe un nombre premier p tel que :
* p divise a0, ..., an−1
* p ne divise pas an
* p2 ne divise pas a0
Alors P (X) est irre´ductible dans Q[X]. Si de plus les ai sont premiers
entre eux, alors P (X) est irre´ductible dans Z[X].

Ce dernier e´nonce´ n’est pas vraiment difficile a` appliquer, on le retrouve
par exemple dans le livre ’Olympiades de mathe´matiques, re´flexes et strate´gies’
du marocain Tarik Belhaj Soulami, qui est principalement destine´ a` des
e´le`ves de premie`re et de terminale.
Exemple : Xn − 2 est irre´ductible dans Q[X] pour tout entier n ≥
1 (crite`re d’Eisenstein pour p = 2), ce qui prouve qu’il y a dans Q[X] des
irre´ductibles de tout degre´.
2. Nombres p-adiques et e´quations diophantiennes
Malgre´ l’origine the´orique des nombres p-adiques et leur construction presque
inde´pendante de la the´orie des nombres e´le´mentaire, ils jouent tre`s bien leur
roˆle dans le monde de l’arithme´tique, et spe´cialement dans une the´orie centrale
de cette branche : la the´orie des e´quations diophantiennes. La re´solution
de ces e´quations a meˆme constitue´ la motivation de Hensel pour de´finir les
nombres p-adiques. Une e´quation diophantienne, nomme´e apre`s Diophante
quoique existant depuis l’antiquite´, est un proble`me du type :
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F (x1, ..., xn) = 0
ou` F est un polynoˆme a` une ou plusieurs variables x1, ..., xn et ou` on recherche les
solutions entie`res. Ce proble`me, tre`s difficile, peut eˆtre attaque´ en affaiblissant
l’e´quation en conside´rant l’ensemble des congruences pour tout m :
F (x1, ..., xn) ≡ 0 mod m
Ce qui e´quivaut, graˆce au The´ore`me des restes chinois, de conside´rer l’ensemble
des congruences :
F (x1, ..., xn) ≡ 0 mod pv
Pour toutes les puissances de nombres premiers. On espe`re alors que l’existence
ou la non-existence de solutions pour cette dernie`re e´quation pourrait nous
donner des indices a` propos des solutions de l’e´quation d’origine. Ce sont les
nombres p-adiques qui nous donnent la re´ponse.
The´ore`me : Soient F (x1, ..., xn) un polynoˆme a` coefficients entiers et p un
nombre premier fixe´. L’e´quation
F (x1, ..., xn) ≡ 0 mod pv
est re´soluble (admet des solutions) en entiers pour v ≥ 1 quelconque si et seule-
ment si l’e´quation
F (x1, ..., xn) = 0
est re´soluble en entiers p-adiques (dans Zp).
E´quivalence (Somme de deux carre´s de Fermat) : Soit n un entier.
L’e´quation n = x2 + y2 admet une solution dans Z si et seulement si, pour tout
p premier, elle a une solution dans Zp.
Ce qui donnerait probablement le fameux the´ore`me des deux carre´s de Fer-
mat, qui affirme que l’e´quation ci-dessus admet des solutions si et seulement si
pour tout p figurant dans la de´composition en facteurs premiers de n : p ≡ 3
mod 4⇔ vp(n) est pair.
Somme de trois carre´s : Soit n un entier. L’e´quation n = x2 +y2 +z2 admet
une solution dans Z si et seulement si, pour tout p premier, elle a une solution
dans Zp.
Ce qui se rame`ne a` n > 0 et n 6= 4r(8m+ 7).
On voit donc que les p-adiques sont fortement relie´s aux e´quations dio-
phantiennes, qui constituent un sujet de recherche toujours actif pour les mathe´maticiens
contemporains. Mieux analyser ce lien ne´cessite des connaissances assez avance´es
telles que la the´orie du corps de classes local, les groupes de Brauer et le principe
local-global notamment. Notre objectif dans cette partie e´tant de simplifier les
choses, on laisse le soin au lecteur inte´resse´ d’approfondir et explorer le sujet.
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3. Valuations p-adiques et the´orie des nombres
e´le´mentaire
Dans cette sous-partie, on pre´sente les valuations p-adiques d’entiers natu-
rels, ce sont des de´finitions, the´ore`mes et applications accessibles a` toute per-
sonne en connaissance des notions de base des entiers naturels et d’arithme´tique,
en l’occurrence les e´le`ves de lyce´e.
Dans toute la suite, on conside`re p un nombre premier.
3.1. De´finitions et the´ore`mes
De´finitions : Soit n ≥ 2 un entier. On appelle valuation p-adique de n la
puissance de p qui apparaˆıt dans la de´composition de n en facteurs premiers.
On la note vp(n).
vp(n) est donc le plus grand entier naturel k tel que p
k | n (donc pk+1 - n).
On de´finit la valuation p-adique d’une fraction comme suit :
vp(
a
b
) = vp(a)− vp(b).
The´ore`me 1 :
vp(ab) = vp(a) + vp(b).
Preuve : Posons vp(a) = α et vp(b) = β, on a alors : a = p
αa1 et b = p
βb1
avec a1 et b1 premiers avec p.
ab = pα+βa1b1 =⇒ vp(ab) = α+ β = vp(a) + vp(b)
The´ore`me 2 : Si vp(a) > vp(b), on a vp(a+ b) = vp(b).
Exemple d’application :
Montrer que
n∑
i=1
1
i
n’est pas un entier pour n ≥ 2.
Solution. Remarquons que
n∑
i=1
1
i
=
1
n!
n∑
i=1
n!
i
.
En utilisant le the´ore`me 2, on trouve que : v2(
n!
2i− 1 +
n!
2i
) = v2(
n!
2i
) puis que
v2(
n!
4i− 2 +
n!
4i
) = v2(
n!
4i
), on ite`re pour finalement trouver l’e´galite´ :
v2(
n∑
i=1
n!
i
) = v2(
n!
2blog2 nc
)
On suppose maintenant -par l’absurde- que
n∑
i=1
1
i
est un entier, donc
v2(
n∑
i=1
1
i
) = v2(
1
n!
n∑
i=1
n!
i
) ≥ 0
D’ou` : v2(
n!
2blog2 nc
) ≥ v2(n!), ce qui implique que blog2 nc ≤ 0, absurde puisque
n ≥ 2.
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Autre exemple : On proce`de presque de la meˆme manie`re pour montrer que
n∑
i=0
1
2i+ 1
n’est pas un entier pour n ≥ 1.
3.2. L’art d’utiliser les valuations e´le´mentairement
Exemple 1 : Soient d et n deux entiers ≥ 1. On suppose que d2 | n2, montrer
que d | n.
Solution. Il s’agit de montrer que vp(d) ≤ vp(n) pour tout nombre premier p.
On a : vp(d
2) ≤ vp(n2) =⇒ 2vp(d) ≤ 2vp(n) =⇒ vp(d) ≤ vp(n).
Exemple 2 : Soient a, b, c ≥ 1 trois entiers tels que
1
a
=
1
b
+
1
c
On note d le pgcd des entiers a, b, c. Montrer que les entiers abcd, d(c − a) et
d(b− a) sont des carre´s parfaits.
Solution. L’e´quation e´tant homoge`ne en a, b, c et le proble`me invariant par
multiplication de a, b, c par un meˆme entier non nul, on peut supposer que a, b, c
sont premiers entre eux. Par syme´trie de b et c, il s’agit finalement de montrer
que abc et c− a sont des carre´s parfaits.
L’e´quation du proble`me devient bc = ac + ab puis b(c − a) = ac. On en de´duit
que abc = b2(c− a), ce qui re´duit le proble`me a` montrer que c− a est un carre´
parfait donc que toutes ses valuations p-adiques sont paires.
Soit p un premier divisant c − a, donc il divise b(c − a) = ac, ce qui implique
que p | a ou p | c. Puisque divisant leur diffe´rence, p divise les deux. a, b, c sont
premiers entre eux, donc p ne divise pas b, d’ou` :
vp(c− a) = vp(b(c− a)) = vp(ac) = vp(a) + vp(c) = α+ γ
En particulier, vp(c − a) ≥ α = vp(a) donc vp(c − a + a) ≥ α d’ou` γ ≥ α. Par
syme´trie, vp(c− a) = 2α pair. CQFD.
Exemple 3 : Soient a, b, c ≥ 1 trois entiers tels que la somme a
b
+
b
c
+
c
a
soit
entie`re. Montrer que le produit abc est un cube.
Solution. On proce`de de la meˆme fac¸on que pour l’exemple 2 pour supposer
que a, b, c sont premiers entre eux.
Soit p un diviseur de a. Puisque p | abc | a2b + b2c + c2a, on a p | b2c, d’ou` ou
bien p | b ou bien p | c.
On suppose donc que p divise a et b (pas c) et on montre par l’absurde que
vp(b) = 2vp(a) (pas difficile) ce qui nous permet de conclure que vp(abc) =
3vp(a), d’ou` abc est un cube.
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3.3. Valuations p-adiques des factorielles
La factorielle et la valuation p-adique sont de tre`s bons amis. En effet, Le-
gendre avait de´couvert un lien entre les valuations et les nombres factoriels des
entiers, donnant ainsi, graˆce a` la formule qui porte son nom, des calculs assez
simples de la valuation d’une factorielle.
Formule de Legendre :
Pour tout entier naturel n et p premier, on a :
vp(n!) =
∞∑
i=1
b n
pi
c
E´bauche de de´monstration : Une ide´e de preuve repose sur la combinatoire
en conside´rant l’ensemble {1, 2, ..., n} et en comptant le nombre de fois ou` une
puissance donne´e de p apparaˆıt dans cet ensemble.
Remarque : Quoique la somme ci-dessus ait l’air infinie, elle est bel et bien
finie. En effet, (b n
pi
c)i est ne´cessairement nulle a` partir d’un certain i.
Autre formule de la valuation d’une factorielle :
Pour tout entier naturel n et p un nombre premier, on a :
vp(n!) =
n− sp(n)
p− 1
Ou` sp(n) repre´sente la somme des chiffres de n e´crit en base p.
Preuve : En base p, n s’e´crit sous la forme :
n =
k∑
i=0
aip
i avec 1 ≤ ak ≤ p− 1 et 0 ≤ ai ≤ p− 1 pour 0 ≤ i ≤ k − 1
On utilise la formule pre´ce´dente pour trouver :
vp(n!) =
∞∑
i=1
b n
pi
c =
k∑
j=1
aj(p
j−1 + pj−2 + ...+ 1) =
k∑
j=1
aj(
pj − 1
p− 1 )
On e´value maintenant le terme
n− sp(n)
p− 1 . On sait que sp(n) =
k∑
i=0
ai, ce qui
implique que :
n− sp(n)
p− 1 =
1
p− 1(
k∑
i=0
aip
i −
k∑
i=0
ai) =
1
p− 1
k∑
i=0
ai(p
i − 1)
D’ou` l’e´galite´.
Applications :
1. Trouver tous les entiers naturels n ve´rifiant 2n−1 | n!
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On a v2(n!) = n− s2(n) ≥ n− 1 =⇒ s2(n) ≤ 1, ce qui veut dire que n est
une puissance de 2.
2. On note pi(x) le nombre des nombres premiers au plus e´gaux a` x et P
l’ensemble des nombres premiers.
(a) Montrer que
(
2n
n
)
divise
∏
p∈P,p≤2n
p
b
ln(2n)
ln p
c
(b) Montrer que
(
2n
n
) ≤ (2n)pi(2n)
(c) Montrer que
x
lnx
= O(pi(x))) quand x tend vers +∞.
(a) On a
(
2n
n
)
=
(2n)!
(n!)2
et :
vp(
(2n)!
(n!)2
) =
∞∑
k=1
(b2n
pk
c − 2b n
pk
c)
Or, b2xc − 2bxc = 0 ou 1 donc
∞∑
k=1
(b2n
pk
c − 2b n
pk
c) ≤ Card{k ∈ N∗ | b2n
pk
> 0c} ≤ b ln(2n)
ln p
c
De plus, les nombres premiers diviseurs de
(
2n
n
)
=
(2n)!
(n!)2
sont infe´rieurs a` 2n
(lemme d’Euclide). Il en de´coule que
(
2n
n
) | ∏
p∈P,p≤2n
p
b
ln(2n)
ln p
c
.
(b) On a
(
2n
n
) ≤ ∏
p∈P,p<2n
p
b
ln(2n)
ln p
c
≤ ∏
p∈P,p<2n
p
ln(2n)
ln p ≤ ∏
p∈P,p<2n
(2n) = (2n)pi(2n)
(c) On passe au logarithme et on utilise une comparaison se´rie inte´grale
pour de´duire que
2n
ln(2n)
= O(pi(2n)). Puis on a
x
ln(x)
v 2bx/2c
ln(2bx/2c) et pi(x) v
pi(2bx/2c), ce qui nous permet de conclure.
3.4. Lifting The Exponent (LTE)
The´ore`me 1 :
Si p est un nombre premier impair, premier avec les entiers a et b avec
p | a− b alors :
vp(a
n − bn) = vp(a− b) + vp(n)
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Preuve : On proce`de par re´currence sur vp(n).
Cas vp(n) = 0 : On a vp(a
n − bn) = vp(a− b) + vp(an−1 + an−2b+ ...+ bn−1).
Remarquons maintenant que :
an−1 + an−2b+ ...+ bn−1 ≡ n.an−1 mod p
Car a ≡ b mod p. On en de´duit que vp(an − bn) = vp(a− b).
Cas vp(n) = 1 : On pose n = pn1 avec p et n1 premier entre eux. On a alors :
vp(a
pn1 − bpn1) = vp((ap)n1 − (bp)n1) = vp(ap − bp)
On pose maintenant a = b+ kp puisque p | a− b. On trouve :
(b+ kp)p − bp = (p1)(kp) + (p2)(kp)2 + ...+ (pp)(kp)p
En utilisant le fait que p | (pi) pour tout 1 ≤ i ≤ p− 1, on trouve que (Thm 1 et
2 de 3.1.) :
vp((b+ kp)
p − bp) = vp(
(
p
1
)
p) + vp(k) = 2 + vp(a− b)− 1
D’ou` le re´sultat.
H.R. On suppose que notre the´ore`me est vrai pour vp(n) = k et on montre
qu’il est vrai pour vp(n) = k + 1.
On pose n = pk+1n1. On aura alors :
vp((a
pk)pn1 − (bpk)pn1) = vp(apk − bpk) + 1 = vp(a− b) + k + 1
Selon le cas = 1 et H.R.
Corollaire :
Si p est un nombre premier impair, premier avec les entiers a et b avec
p | a− b et n est un entier impair alors :
vp(a
n + bn) = vp(a+ b) + vp(n)
The´ore`me 2 :
Si p = 2, n est pair et :
— 4 | x− y alors v2(xn − yn) = v2(x− y) + v2(n)
— 4 | x+ y alors v2(xn − yn) = v2(x+ y) + v2(n)
Application 1 :
Soient a, n deux entiers strictement positifs et p un nombre premier impair
tel que ap ≡ 1 mod pn. Montrer que a ≡ 1 mod pn−1.
Solution. Il est clair que a et p sont premiers entre eux. D’apre`s le petit
the´ore`me de Fermat, ap−1 ≡ 1 mod p. Puisque ap ≡ 1 mod p, on en de´duit
que a ≡ 1 mod p. On peut donc utiliser LTE et on obtient :
vp(a− 1) + 1 = vp(a− 1) + vp(p) = vp(ap − 1)
Le dernier terme e´tant supe´rieur ou e´gal a` n, il en de´coule que vp(a−1) ≥ n−1.
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Application 2 :
Soit k un entier strictement positif. Trouver tous les entiers strictement
positifs n tels que 3k divise 2n − 1.
Solution. Soit k tel que 3k divise 2n−1. En raisonnant modulo 3, on voit que
n est pair. E´crivons donc n = 2m avec m > 0. Alors 3k divise 4m − 1. Comme
3 divise 4− 1, on applique LTE :
v3(4− 1) + v3(m) = v3(4m − 1) ≥ k
On en de´duit que v3(m) ≥ k − 1. Ainsi 2× 3k−1 divise n.
Re´ciproquement, le meˆme raisonnement donne que 3k divise 2n − 1 si 2× 3k−1
divise n.
4. Les nombres p-adiques au lyce´e
Certes, la partie pre´ce´dente e´tant constitue´e majoritairement de proble`mes
et d’applications aux olympiades des mathe´matiques, elle est techniquement
accessible aux e´le`ves de lyce´e. Mais elle ne parle que des valuations p-adiques
pour les nombres entiers, on essaiera d’e´largir notre champ de vulgarisation dans
cette partie, en trouvant une fac¸on d’introduire tout l’ensemble des nombres p-
adiques Qp, ainsi que celui des entiers p-adiques Zp, aux lyce´ens. On conclut
donc notre projet par ce qu’on croit eˆtre la fac¸on la plus simple d’aborder les
nombres p-adiques et donc l’un des deux corps value´s locaux non archime´diens
existants.
4.0. Construction des nombres re´els
Si on oublie qu’on sait ce qu’un nombre re´el est, on peut pre´senter R autre-
ment. En effet, fixons un entier naturel p ≥ 2 et conside´rons toutes les expres-
sions e´ventuellement infinies a` droite :
...+ a2 × p2 + a1 × p+ a0 + a−1 × 1
p
+ a−2 × 1
p2
+...
ou` les ai sont des entiers naturels strictement infe´rieurs a` p. On peut construire
tout l’ensemble des re´els ainsi.
En effet, n’importe quel re´el peut s’e´crire avec une infinite´ de de´cimales
1
3
= 0, 3333...,
√
2 = 1, 4142..., pi = 3, 14159...
Inversement, on peut placer n’importe quel nombre avec une infinite´ de de´cimales
sur la droite re´elle. Tout re´el positif s’e´crit donc comme somme e´ventuellement
infinie a` droite :
...+ a2 × 100 + a1 × 10 + a0 + a−1 × 1
10
+ a−2 × 1
100
+...
ou` les ai sont des entiers naturels entre 0 et 9.
Ceci reste valable si on remplace 10 par un entier p ≥ 2. D’ou` notre premie`re
de´finition.
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On peut faire des ope´rations sur ces nombres en ope´rant sur leur partie
gauche.
Prenons par exemple p = 10 et calculons x2 pour x = 1, 4142... (
√
2)
On fait
(1, 4)2 = 1, 96 puis (1, 414)2 = 1, 999396 etc
pour trouver 1, 99999... qu’on identifie avec 2. On a donc x2 = 2.
On signe ensuite ces nombres pour construire tout R.
4.1. Les nombres p-adiques
On fixe toujours p ≥ 2 et on conside`re l’ensemble Qp de toutes les expressions
e´ventuellement infinies a` gauche :
...+ a2 × p2 + a1 × p+ a0 + a−1 × 1
p
+ a−2 × 1
p2
+ ...
ou` les ai sont des entiers naturels strictement infe´rieurs a` p.
On de´finit les ope´rations en conside´rant la partie droite de ces nombres. Prenons
par exemple p = 10 et calculons x2 pour x = ...99999999. On fait
(99)2 = 9801 puis (9999)2 = 99980001 etc
pour trouver ...0000001 que l’on identifie avec 1. Donc x2 = 1.
On peut aussi calculer x+ 1 = 0 si bien qu’en fait x = −1.
On obtient ainsi l’ensemble Qp des nombres p-adiques. Ceux qui n’ont pas
de virgule sont les entiers p-adiques dont l’ensemble est note´ Zp.
4.2. Les entiers p-adiques
Zp est donc l’ensemble des expressions e´ventuellement infinies a` gauche :
...+ a3 × p3 + a2 × p2 + a1 × p+ a0
ou` les ai sont des entiers naturels strictement infe´rieurs a` p.
Zp est un anneau. En particulier, tous les entiers p-adiques ont alors un oppose´.
On a vu par exemple que −1 = ...99999999 dans Z10.
On peut diviser dans Zp, par exemple, dans Z2 :
...10101011 = 1 +
∞∑
i=0
22i+1 = 1 +
2
1− 4 =
1
3
4.3. La valuation p-adique
La valuation p-adique vp(x) d’un nombre x est le nombre de ze´ros a` droite
dans l’e´criture de x en base p si x est entier, ou l’oppose´ du nombre de chiffres
apre`s la virgule si x est ’de´cimal’.
Plus formellement, si on e´crit x :
x = ...+ a2 × p2 + a1 × p+ a0 + a−1 × 1
p
+ a−2 × 1
p2
+ ...+ ar × 1
pr
avec ar 6= 0, on aura alors vp(x) = r.
Par exemple, on a v10(2400) = 2 et v10(1, 625) = −3. On peut aussi calculer
v2(2400) = 5 et v2(1, 625) = −3 (pourquoi ?).
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4.4. La valeur absolue p-adique
Si x ∈ Qp alors la valeur absolue p-adique de x est :
|x|p = 1
pvp(x)
Si x, y ∈ Qp alors la distance p-adique entre x et y est de´finie par :
dp(x, y) = |x− y|p
Par exemple, 7× 11× 13 est 10-adiquement tre`s proche de 1, car :
d10(7× 11× 13, 1) = |1000|10 = 0, 001.
Ou encore, 3100 est 2-adiquement proche de 28. On peut calculer :
d2(3100, 28) = |3072|10 = 1
1024
' 0, 001.
Car 3072 = 3× 210 si bien que si bien que v2(3072) = 10 et 210 = 1024.
4.5. Ge´ome´trie p-adique
Comme on dispose d’une distance sur l’ensemble des nombres p-adiques, on
peut faire de la ge´ome´trie p-adique :
The´ore`me :
La valeur absolue p-adique ve´rifie l’ine´galite´ ultrame´trique
|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p)
Conse´quence : Pour tout x, y, z, on a
dp(x, z) ≤ max(dp(x, y), dp(y, z))
Cela veut dire que dans un triangle la longueur d’un coˆte´ quelconque est toujours
infe´rieure a` la longueur d’un des deux autres.
On peut de´montrer d’autres re´sultats de´concertants en ge´ome´trie p-adique :
The´ore`me 1 : Tous les triangles sont isoce`les.
De´monstration : Notons a, b, c les longueurs des coˆte´s du triangle. On peut
supposer que a est plus petit que (ou e´gal a`) b. L’ine´galite´ ultrame´trique nous
dit que c est plus petit que a ou plus petit que b. De toutes fac¸ons, comme a est
plus petit que b, c sera plus petit que b. Donc, le maximum de a et c est plus
petit que b. Mais l’ine´galite´ ultrame´trique nous dit qu’il est aussi plus grand que
b : il doit eˆtre e´gal a` b. Il y a donc bien deux coˆte´s qui ont meˆme longueur.
The´ore`me 2 : N’importe quel point d’un disque est au centre du disque.
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De´monstration : Soit y un point du disque D(x, a) de centre x et de rayon
a. Alors, la distance de x a` y est plus petite que a. Si z est un point quelconque
du disque D(x, a), alors la distance de x a` z sera aussi plus petite que a. Et
l’ine´galite´ ultrame´trique implique que la distance de y a` z est plus petite que
a. C¸a veut dire que z est dans le disque D(y, a) de centre y et de rayon a.
Syme´triquement, si z est un point quelconque du disque D(y, a), alors z est
dans le disque D(x, a). Les deux disques sont donc identiques. Et y est donc
”un” centre du disque D(x, a).
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